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Анотація. В статті розглянуто задачу відшукання узагальненого чебишовського центра 

кількох замкнених куль деякого полінормованого простору відносно множини цього 
простору. Встановлено умови екстремальності допустимого елемента для цієї задачі, 
основані на двоїстому поданні похідної за напрямком цільової функції еквівалентної задачі.  

Ключові слова: полінормований простір, гаусдорфова відстань, узагальнений 
чебишовський центр, екстремальний елемент, умови екстремальності. 

 
 

  

 1. Вступ  

Нехай X  – лінійний над полем дійсних чисел простір, i
 , 1, ,i m – норми, задані 

на X , ia X , 1, ,i m V X . У праці [1] для задачі відшукання величини  
 *

1 1
,..., inf maxV m i ix V i m

a a a x
  

                                    (1) 

за умови, що V  є опуклою множиною, отримано співвідношення двоїстості та доведено 
критерій екстремальності її допустимого елемента, оснований на цьому 
співвідношенні.  

Якщо в задачі відшукання величини (1) замість точок ia , 1, ,i m  розглядати 

замкнені кулі лінійних нормованих просторів  , iX  , 1, ,i m  а в якості відстаней між 
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цими кулями та точками множини V  використати гусдорфові відстані між ними, 
породжені відповідними нормами i

 , 1, ,i m  то одержимо задачу відшукання 
узагальненого чебишовського центра кількох замкнених куль полінормованого 
простору  ; , 1,iX i m   відносно множини цього простору, яка розглядається в статті. 

Частковими випадками цієї задачі є, зокрема, задача відшукання величини (1), задача 
відшукання узагальненого чебишовського у розумінні зважених відстаней центра 
кількох точок лінійного нормованого простору відносно множини цього простору, 
задача найкращого наближення елемента лінійного нормованого простору опуклою 
множиною цього простору (див., наприклад, [1, 2]).  

Мета статті – встановлення умов екстремальності допустимого елемнта для 
задачі відшукання узагальненого чебишовського центра кількох замкнених куль 
полінормованого простору  ; , 1,iX i m   відносно опуклих та деяких інших множин 

простору X , основаних на двоїстому поданні похідної за напрямком цільової функції 
еквівалентної задачі. 

2. Постановка задачі 

Нехай X  – лінійний над полем дійсних чисел простір, i
 , 1, ,i m – норми, задані 

на X , і, отже,  ; , 1,iX i m   є полінормованим простором; 

   :
ir i i ii

B a y X y a r    , 1,i m , – замкнені кулі лінійних нормованих просторів 

 ,
i

X   з центрами в точках ia X  та радіусами ir ; ;V X для x X  та  
ir iB a  

    ,
ii r iH x B a  – гаусдорфова відстань між множинами  x  та  

ir iB a  лінійного 

нормованого простору  , ,
i

X   1,i m . Поставимо задачу відшукання величини 

       *

1
, 1, inf max ,

i iV r i i r ix V i m
B a i m H x B a

  
  .                             (2) 

Якщо існує елемент *x V  такий,     що 
            * *

1 1
max , inf max , , 1,

i i ii r i i r i V r ix Vi m i m
H x B a H x B a B a i m

   
   , 

то його будемо називати узагальненим чебишовським центром замкнених куль  
ir iB a , 

1, ,i m  полінормованого простору  , , 1,iX i m   відносно множини V  цього 

простору або просто екстремальним елементом для величини (2). 
З урахуванням зазначеного задачу відшукання величини (2) будемо називати 

задачею  відшукання узагальненого чебишовського центра замкнених куль  
ir iB a , 

1, ,i m полінормованого простору  , , 1,iX i m   відносно множини V цього простору. 

3. Допоміжні поняття та твердження 
В подальшому будемо використовувати наступні поняття та твердження. 
Означення 1 (див., наприклад, [3, c. 2]). Нехай  ,X   є лінійним над полем 

дійсних чисел нормованим простором, M X , *x X . Вектор y X  називається 
внутрішнім  напрямком  для  множини M  з точки  *x , якщо існують  окіл  O y  точки  
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y  простору  ,X   та число 0   такі, що *x z M   для всіх  0,  ,  z O y . 

Множину всіх внутрішніх напрямків для множини M  з точки *x  називають конусом 
внутрішніх напрямків для множини M  з точки *x  та позначають через  *,M x . 

Означення 2 (див., наприклад, [3, c. 3]). Нехай  ,X   є лінійним над полем 

дійсних чисел нормованим простором, M X , *x X . Вектор y X  називається 
граничним напрямком для множини M  з точки  *x , якщо для будь-якого околу  O y  

точки y  простору  ,X   та будь-якого числа 0   існують  z O y  та  0,   

такі, що *x z M  . Множину всіх граничних напрямків для множини M  з точки *x  
називають конусом граничних напрямків для множини M  з точки *x  та позначають 
через  * *,Г M x . 

Означення 3 (див., наприклад, [4]). Нехай  ,X   є лінійним над полем дійсних 

чисел нормованим простором, M X , *x M . Кажуть, що множина M  є * - 
множиною простору  ,X   відносно *x , якщо для всіх x M   * * *,x x Г M x  .  

Означення 4 (див., наприклад, [5]). Нехай X  є лінійним над полем дійсних чисел 
простором, M X ,  *x M . Кажуть, що множина  M  є  - множиною простору X  
відносно *x M , якщо для кожного x M  та будь-якого 0   існує  0,   таке, 

що   * *x x x M   . 

Твердження 1. Нехай  ,X   є лінійним над полем дійсних чисел нормованим 

простором, x X ,    0 0:rB x y X y x r     – замкнена куля простору  ,X   з 

центром в точці 0x  радіуса r ,    0 0:rS x y X y x r     – сфера з центром в точці 

0x  радіуса r . Має місце рівність  
    

 0
0 0, max

r
r y B x

H x B x x y x x r


     ,                                     (3) 

причому  

 

 

 0

* *
0 0

*
0 0 0

0

, , ,
arg max

, ,r

r

y B x

y де y будь яка точка S x якщо x x
x y ry x x x якщо x x

x x


  
       

             (4) 

а     0, rH x B x  – гаусдорфова відстань між  x  та  0rB x . 
Доведення. Маємо (див., наприклад, [6, с. 38]), що  

    
       0 0

0, max sup inf , sup inf
r r

r y B x x xx x y B x
H x B x x y x y

  

 
   

 
.                (5) 

Оскільки множина  x  є одноелементною, то згідно з (5) 

    
     0 0 0

0, max inf , sup sup
r r r

r y B x y B x y B x
H x B x x y x y x y

  

 
     

 
.          (6) 

Для всіх  0ry B x  маємо, що  

   0 0 0 0 0x y x x x y x x x y x x r            . 
Тому  
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 0

0sup
ry B x

x y x x r


    .                                                   (7) 

Якщо 0x x   і  *
0ry S x , то з урахуванням (7) одержимо, що  

 0

* *
0 0 0sup

ry B x
x y x y r x x r x y x x r


            . 

Звідси та з (6) випливає, що при 0x x  співвідношення (3), (4) мають місце. 

Нехай тепер 0x x . Оскільки  0 0 0 0
0 0

r rx x x x x x r
x x x x

     
 

, то 

     *
0 0 0 0

0
r r

ry x x x S x B x
x x

    


. Для цієї точки *y  маємо, що  

 *
0 0 0 0

0 0

1r rx y x x x x x x x x r
x x x x

 
              

. 

З урахуванням цього та (7) одержимо, що 

 0

*
0 0sup

ry B x
x y x x r x y x x r


         . 

Звідси та з (6) випливає, що при 0x x  співвідношення (3), (4) також мають місце. 
Твердження доведено. 
Також  легко переконатися у справедливості наступних тверджень. 
Твердження 2. Нехай  ,X   – лінійний над полем дійсних чисел нормований 

простір, M X , *x M . Для того щоб вектор y  належав  * *,Г M x , необхідно і 

достатньо, щоб існували послідовності  
1

k
k

x



, де  kx M , 1,2,...k  ;   1k k 


, де 

,k R   0,k  1,2,...k  , і lim 0kk



 ,  такі, що  

*

lim 0
k

k
k

x x y



  , тобто, щоб 

*k

k

x x y



  при  k  у  розумінні норми  . 

Твердження 3. Нехай  ,X   є лінійним над полем дійсних чисел нормованим 

простором. Кожна  - множина M  простору X  відносно *x M  є * - множиною 
простору  ,X   відносно *x . Якщо множина M  є зірковою множиною лінійного над 

полем дійсних чисел простору X  відносно точки *x M , то M  є  - множиною 
простору X  відносно *x  і, отже, * - множиною лінійного нормованого простору 
 ,X   відносно *x . 

Кожна опукла множина M  лінійного над полем дійсних чисел простору X  є 
зірковою множиною простору X  відносно кожного свого елемента *x  і, отже,  - 
множиною простору X  та * - множиною лінійного нормованого  простору  ,X   

відносно *x . 
Твердження 4. Нехай  ,X   є лінійним нормованим простором,  ** ,X X   – 

простір, спряжений з  ,X  ;  **
* : 1XXB f X f   , *x X ;  p x x a  , x X ; 

 *p x  – субдиференціал функції  p x , x X , в точці *x  (див., наприклад, [7,с.74]). 
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Тоді p  є опуклою ліпшицевою і, отже, неперервною на  ,X   функцією та має місце 
рівність 

   *
* *

Xp x B x a   ,  

де      * *
*

* * * *: max
X

X X f B
B x a f B x a f x a f x a



         
 

. 

4. Задачі, еквівалентні задачі відшукання величини (2) 
Теорема 1. Має місце рівність  

         *

1 1
, 1, inf max , inf max

i iV r i i r i i iix V x Vi m i m
B a i m H x B a x a r

    
     .              (8) 

Для того щоб елемент *x  був екстремальним елементом для величини (2), 
необхідно і достатньо, щоб цей елемент був екстремальним елементом (оптимальним 
розв’язком) задачі відшукання величини 

 
1

inf max i iix V i m
x a r

  
  .                                               (9) 

Доведення. Відповідно до твердження 1 для x X  та  
ir iB a , 1,i m , одержуємо, 

що  
    ,

ii r i i ii
H x B a x a r   .                                           (10) 

Звідси випливає справедливість рівність (8). Припустимо, що *x  є екстремальним 
елементом для величини (2). Тоді *x V  та внаслідок (8), (10)  

         *

1 1
inf max , max ,

i ii r i i r ix V i m i m
H x B a H x B a

    
   

   *

1 1
max inf maxi i i iii x Vi m i m

x a r x a r
   

      . 

Це й означає, що *x  є екстремальним елементом для величини (9). 
Нехай тепер *x  є екстремальним елементом для величини (9). Тоді *x V  та 

внаслідок (8), (10)  

   *

1 1
inf max maxi i i ii ix V i m i m

x a r x a r
    

       

            * *

1 1
max , inf max , , 1,

i i ii r i i r i V r ix Vi m i m
H x B a H x B a B a i m

   
    . 

Це означає, що *x  є екстремальним елементом для величини (2). 
Теорему доведено. 
В m-арному декартовому (прямому) добутку ( )1{ ,..., : , 1, }m

m iX x x x X i m= О =
лінійного над полем дійсних чисел простору X  покладемо для ( )1,..., mx x x= , 

( )1,..., m
my y y X= О , :R О ( )1 1,..., m mx y x y x y+ = + + , ( )1,..., mx x x  = . 

Легко переконатися, що декартів добуток mX  з означеними вище операціями 
додавання його елементів і множення їх на дійсні числа є лінійним над полем дійсних 
чисел простором.  

Справедливе таке твердження. 
Твердження 5 (див., наприклад, [1]). Якщо для кожного ( )1,...,

m
mx x XО  покласти 

( )1 1
,..., maxmm i iX i m

x x x
Ј Ј

= , то   ( ), m
m

X
X Ч  буде лінійним над полем дійсних чисел 

нормованим простором. Для того щоб елемент   належав простору 
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( ) ( )* *
, m

m m
X

X X= Ч , спряженому з ( ), m
m m

X
X X= Ч , необхідно і достатньо, щоб 

існували однозначно визначені функціонали ( )** ,i i i
f X XО = Ч , де ( )** ,i i

X X= Ч  – 

простір, спряжений з лінійними нормованим простором ( ),i i
X X= Ч , 1, ,i m такі, що 

( ) ( )1
1

,...,
m

m i i
i

x x f x
=

=е , ( )1,...,
m

mx x XО , причому справедлива рівність 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

* *

1

1

1

1,..., , 1
,..., 0

,...,
sup

,...,
m

im
m m

m

mm
iX X

ix x X m Xx x

x x
f

x x



=О

№

= =е ,                            (11) 

де 
 

*
,

0

sup
i

i
i X

x X ix

f x
f

x


 , 1, .i m  

Позначимо через     1 1
,..., maxm i i iii m

Ф x x x a r
 

   , ( )1,...,
m

mx x XО ,

  ,..., :D x x x V   та розглянемо задачу відшукання величини  

 
 

   
1 1

1,..., ,..., 1
inf ,..., inf max

m m
m i i iix x D x x D i m

Ф x x x a r
   

   .                                (12) 

Теорема 2. Має місце рівність  
   

 
   

1 1
1,..., ,...,1 1

inf max inf ,..., inf max
m m

i i m i i ii ix V x x D x x Di m i m
x a r Ф x x x a r

     
      . 

Для того щоб елемент *x V  був екстремальним елементом для величини (2), 
необхідно і достатньо, щоб елемент  * *,...,x x  був екстремальним елементом для 
величини (12). 

Доведення теореми 2 аналогічне доведенню теореми 1. 
Зауважимо, що згідно з теоремами 1, 2 задачу відшукання величини (2) можна 

вважати еквівалентною задачам відшукання величин (9), (12). 

5. Двоїсте подання похідної за напрямком цільової функції задачі 
відшукання величини (12) 

Нехай  1,...,i m i i ii
Ф x x x a r   , ( )1,...,

m
mx x XО , 1,i m ;  i i i

p x x a  , ,x X  

1,i m ;  **
* * : 1

ii
i XX

B f X f   , 1,i m ;  для *x X  

     * *
*

* * * *: max
i i

Xi

i i i iX X i f B
B x a f B x a f x a f x a



 
        

 
, 1,i m . 

Твердження 6. Функції  1,..., mФ x x , ( )1,...,
m

mx x XО ,  1,...,i mФ x x , 

( )1,...,
m

mx x XО , 1,i m , є опуклими на mX  та неперервними на лінійному нормованому 

просторі ( ), m
m

X
X Ч .  

Справедливість цього твердження випливає з критерію опуклості власної функції 
(див., наприклад, [7,c.56]) та властивостей норми. 

Твердження 7. Нехай  1,...,i m , ( )* *
1 ,..., m

mx x XО . Справедлива рівність 

            ** * *
1 1 1,..., : ,..., , ,..., ,m m

i m m i m i iФ x x X x x f x x x X f p x       .    (13) 
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Доведення. Нехай для  1,...,i m    * *
1 ,...,i mФ x x . Тоді для всіх 

( )1,...,
m

mx x XО  

     * * *
1 1,..., ,...,i m i m i i i i i ii i

Ф x x Ф x x x a r x a r         

      * * * * *
1 1 1 1,..., ,..., ,...,i i i i m m m mi i

x a x a x x x x x x x x          .            (14) 

Згідно з твердженням 5 існують однозначно визначені функціонали jf   із *
jX ,

1,j m , такі, що  

   1
1

,...,
m

m j j
j

x x f x


 , ( )1,...,
m

mx x XО .                               (15) 

З урахуванням (14) та (15) одержимо, що  

   
 

* * *

\

m

i i i i i i i j j ji i
j I i

x a x a f x x f x x 



       ,   ( )1,...,
m

mx x XО ,       (16) 

де  1,...,I m . 

Переконаємося, що 0jf   ,  \j I i . Припустимо, що 
0

0jf    для деякого 

 0 \j I i . Тоді існує елемент 0x X , для якого  
0 0 0jf x  .  З (16) при *

i ix x , 

0 0

*
0j jx x x  , *

j jx x ,  0\ ,j I i j , одержимо, що   
0 00 0jf x  . Одержана 

суперечність доводить, що 0jf   ,  \j I i . Внаслідок цього та співвідношень (11), 
(15), (16) одержимо, що      

   1,..., m i ix x f x  , ( )1,...,
m

mx x XО   , ( )*
*m
i

iX X
f  = ,              (17) 

     * *
i i i i i i ip x p x f x x    для всіх ix X .                          (18)  

Зі співвідношень (17), (18) випливає, що 
           * *

1 1: ,..., , ,..., ,m m
m i m i iX x x f x x x X f p x       .    

Тому                                  

            ** * *
1 1 1,..., : ,..., , ,..., ,m m

i m m i m i iФ x x X x x f x x x X f p x       . (19) 

Нехай тепер  1,...,i m  та   *
i if p x . Згідно з твердженням 5 функціонал 

           1 1 1 1,..., 0 ... 0 0 ... 0 ( ),m i i i m ix x x x f x x x f x          ( )1,..., ,m
mx x XО  

належить ( )*mX . Для цього функціонала маємо, що 

     * * *
1 1,..., ,...,i m i m i i i i i i i ii ii

Ф x x Ф x x x a r x a r x a           

       * * * * *
1 1 ,...,i i i i i i i i m mi

x a p x p x f x x x x x x         , ( )1,...,
m

mx x XО . 

Звідси випливає, що  * *
1 ,...,i mФ x x . Тому  

            * * * *
1 1 1: ,..., , ,..., , ,...,m m

m i m i i i mX x x f x x x X f p x Ф x x       . (20) 

Зі співвідношень (19), (20) випливає справедливість рівності (13). 
Твердження доведено. 
Теорема 3. Для будь-яких  * *,...,x x D ,  1,...,

m
my y X  має місце рівність  



Гудима У., Гнатюк В. Умови екстремальності допустимого елемента для задачі відшукання… 
 

16 
 

        
 

   
 

* * * *
*

* *
1,..., , ,..., max max max max

i iXi

m i i
i I x f p x i I x f B x a

Ф x x y y f y f y
    

   ,         (21) 

де     * *
1,..., , ,..., mФ x x y y  – похідна за напрямком  1,...,

m
my y X  функції 

 1,..., ,mФ x x ( )1,...,
m

mx x XО ,  в точці  * *,...,x x ,  

            * * * * * * * * *

1
,..., 1,.., : ,..., max ,..., ,...,i ii m

I x I x x i m Ф x x Ф x x Ф x x
 

       

    * *

1
1,.., : max i i i i i ii ii m

i m x a r x a r
 

       . 

Доведення. Згідно з введеними вище позначеннями має місце рівність  
   1 11

,..., max ,...,m i mi m
Ф x x Ф x x

 
 , ( )1,...,

m
mx x XО  .                    (22) 

Згідно з твердженням 6 функції  1,..., mФ x x , ( )1,...,
m

mx x XО ,

 1,..., ,i m i i ii
Ф x x x a r     ( )1,...,

m
mx x XО , 1,i m ,  є опуклими та неперервними на 

лінійному нормованому просторі ( ), m
m m

X
X X= Ч . Тому існують їх скінченні похідні в 

будь-якій точці ( )* *
1 ,..., m

mx x XО  за будь-яким напрямком  1,...,
m

my y X  (див., 
наприклад, [3,c.354]). З урахуванням цього, співвідношень (22) та теореми 1 [6] для 

( )* *,...,x x DО ,  1,...,
m

my y y X   одержимо, що  

      
    

*

* * * *
1 1,..., , ,..., max ,..., , ,...,m i m

i I x
Ф x x y y Ф x x y y



  .                (23) 

Відомо (див., наприклад,  теорему 6.4.8 [3, с.354]), що для 1,i m  

      
 

* *

* *
1 1

,...,
,..., , ,..., max ,...,

i
i m m

Ф x x
Ф x x y y y y






  .                             (24) 

Згідно з твердженням 7   для  1,...,i m  

 
 

 
 

* * *1
,...,

max ,..., max
i i

m i
Ф x x f p x

y y f y



 

 ,                                         (25) 

де  i i i
p x x a  , x X .  

Зі співвідношень (23)-(25) випливає, що для всіх  * *,...,x x D ,  1,...,
m

my y X   

    
   

 
* *

* *
1,..., , ,..., max max

i
m i i

i I x f p x
Ф x x y y f y

 
  .                          (26) 

Згідно з твердженням 4 для  1,...,i m     *
* *

i
i iX

p x B x a   .Внаслідок цього та 

(26) отримуємо, що для будь-якого  * *,...,x x D ,  1,...,
m

my y X  має місце рівність 
(21). 

Теорему доведено. 

6. Двоїсте подання конуса внутрішніх напрямків деякої лебегової 
множини цільової функції задачі відшукання величини (12) 

Нехай *x V і, отже,  * *,...,x x D . Позначимо через  * *,...,Q x x  таку лебегову 

множину цільової функції    1 1
,..., maxm i i iii m

Ф x x x a r
 

   , ( )1,...,
m

mx x XО , задачі 

відшукання величини (12):         * * * *
1 1,..., ,..., : ,..., ,...,m

m mQ x x x x X Ф x x Ф x x   . 
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Будемо позначати через     * * * *,..., , ,...,Г Q x x x x  – конус внутрішніх напрямків 

для множини  * *,...,Q x x  з точки  * *,...,x x  простору  , m
m

XX   (див. означення 1).  

Теорема   4.    Нехай *x V і, отже,  * *,...,x x D . Позначимо через  

         * * * * *
11

,..., 1,..., : ,..., max ,...,i mi m
I x I x x i m Ф x x Ф x x

 
      

  * *

1
max i i i ii ii m

x a r x a r
 

      . 

Має місце рівність 

      
   

 
* *

*

* * * *
1,..., , ,..., ,..., : max max 0

iXi

m
m i

i I x f B x a
Г Q x x x x y y X f y

  

     
  

.      (27) 

Доведення. Згідно з твердженням 6 функція  1,..., mФ x x , ( )1,...,
m

mx x XО , є 

опуклою та неперервною на  , m
m

XX  . Відповідно до твердження 6.9.1 [3, с.383] 

           * * * * * *
1 1,..., , ,..., ,..., : ,..., 0, ,..., .m

m mГ Q x x x x y y X y y Ф x x      

Звідси випливає, що  

      
 

 
* *

* * * *
1 1

,...,
,..., , ,..., ,..., : max ,..., 0 .m

m m
Ф x x

Г Q x x x x y y X y y





 
   
 

       (28) 

Оскільки 
 

          
 

* * * *
*

* *
1 1

,...,
max ,..., ,..., , ,..., max max

iXi

m m i
Ф x x i I x f B x a

y y Ф x x y y f y



   

   

(див. теорему 6.4.8 [3, с.354] та теорему 3), то звідси і з (28) отримаємо рівність (27). 
Теорему доведено. 

7. Основні результати 

Нехай *x V . В подальшому будемо використовувати конус    * * *, ,...,Г D x x  

граничних напрямків для множини D  з точки  * *,...,x x  простору    , m
m

XX   (див. 
означення 2).  

Теорема 5 (необхідна умова екстремальності елемента *x V  для задачі 
відшукання (2)). Нехай *x V  і, отже,  * *,...,x x D . Для того щоб елемент *x  був 
екстремальним елементом (узагальненим чебишовським центром) для задачі 
відшукання величини (2), необхідно, щоб для кожного     * * *

1,..., , ,...,my y y Г D x x   

існували індекс  1,...,yi m , функціонал *
iy

y
X

f B , такі, що  

     
*

* * * *

1
max max

i i y y y y yy
y Xiy

y
i i i i i iii m f Bi

x a r x a r f x a r f x a r
  

           ,      (29) 

  0
y

y
if y  .                                                      (30) 

Доведення. Нехай, як і вище,  
        * * * *

1 1,..., ,..., : ,..., ,..., .m
m mQ x x x x X Ф x x Ф x x    

Припустимо, що  * *,...,Q x x   .  Оскільки функція  1,..., mФ x x , 

( )1,..., ,m
mx x XО є опуклою та неперервною на лінійному нормованому просторі 
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 , m
m

XX   (див. твердження 6), то відповідно до теореми 1.3.4 [3, с.10] можна зробити 

висновок, що     * * * *,..., , ,...,Г Q x x x x   . За умовою *x  є екстремальним елементом 

для величини (2). Тому  * *,...,x x  є екстремальним елементом для величини (12) (див. 
теорему 2). Згідно з теоремою 1.4.1 [3, с.13] тоді 

       * * * * * * *,..., , ,..., , ,...,Г Q x x x x Г D x x  . 

Звідси випливає, що  для кожного     * * *
1,..., , ,...,my y Г D x x  має місце 

співвідношення       * * * *
1,..., ,..., , ,...,my y Г Q x x x x . З урахуванням цього та теореми 

4 робимо висновок, що для кожного     * * *
1,..., , ,...,my y Г D x x  

   
 

* *
*

max max 0.
iXi

i
i I x f B x a

f y
  

  Тому існує  *
yi I x  та функціонал  *

*
yiy

y
iX

f B x a   такі, для 

яких 
   

   * *
*

max max 0
y

iXi

y
i i

i I x f B x a
f y f y

  
  . Зі співвідношень  *

yi I x  та  *
*

yiy

y
iX

f B x a   

випливає, що  1,...,yi m , *
iy

y
X

f B  та має місце рівність (29). Співвідношення (29), 

(30) встановлено. Отже у випадку, коли  * *,...,Q x x   , теорему доведено. 

Переконаємося у справедливості цієї теореми у випадку, коли  * *,...,Q x x  .  В 

цьому випадку для кожного  1,...,
m

mx x X     * *
1,..., ,...,mФ x x Ф x x . Звідси випливає, 

що  
           

* * * *
1 * *

10,
0

,..., ,..., ,...,
lim ,..., , ,..., 0

m
mt

t

Ф x x t y y Ф x x
Ф x x y y

t


 
  .    (31) 

З урахуванням нерівності (31) та теореми 3 робимо висновок, що для всіх 
 1,...,

m
my y y X  , в тому числі і для     * * *

1,..., , ,...,my y y Г D x x   має місце 

нерівність  

   
 

* *
*

max max 0
iXi

i
i I x f B x a

f y
  

 .                                                (32) 

Нехай     * * *
1,..., , ,...,my y y Г D x x  ,  *

yi I x  та  *
*

yiy

y
iX

f B x a   такі, що  

   
 

     * * *
* *

max max max
y y

i iyX Xi iy

y
i i i

i I x f B x a f B x a
f y f y f y

    
  .                   (33) 

Зі співвідношень  *
yi I x  та  *

*
yiy

y
iX

f B x a   випливає, що  1,...,yi m , 

*
iy

y
X

f B та має місце рівність (29), а з (32) та (33) одержуємо нерівність (30). 

Справедливість теореми встановлено і у випадку, коли  * *,...,Q x x  . 
Теорему доведено. 
Теорема 6 (достатня умова екстремальності елемента *x V  для задачі 

відшукання величини (2)). Нехай в задачі відшукання величини (2) *x V . Якщо для 
будь-якого x V  існують індекс  1,...,xi m , функціонал *

ix

x
X

f B  такі, що  
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     
*

* * * *

1
max max

i i x x x x xx
x Xix

x
i i i i i iii m f Bi

x a r x a r f x a r f x a r
  

           ,         (34) 

 * 0xf x x  ,                                                          (35) 

то *x є екстремальним елементом для величини (2). 
Доведення. Нехай  x V , індекси  1,...,xi m , функціонал *

ix

x
X

f B  такі, що 

мають місце співвідношення (34), (35). З урахуванням цих співвідношень одержимо, що 

           * * *0
x x x x x x

x x x x x
i i i i i if x x f x a f x a f x a r f x a r              

     *
* *

1 1
max max

x x i x x ii xx

x x
i i i i i iXi i ii m i m

f x a r x a r f x a r x a r
   

              

     * *

1 1 1
max max max

x x i i i
x

i i i i ii i i ii m i m i m
x a r x a r x a r x a r

     
            . 

Звідси випливає, що    *

1 1
max max

i ii ii ii m i m
x a r x a r

   
     , x V . Отже,  *x  є 

екстремальним елементом для величини (9). Згідно з теоремою  1  *x V  є 
екстремальним елементом для величини (2). 

Теорему доведено. 
Теорема 7 (критерій екстремальності елемента для задачі відшукання величин 

(2)). Нехай в задачі відшукання величини  (2) *x V  та D є *Г -множиною відносно 
 * *,...,x x , тобто         * * * * * * *,..., ,..., ,..., , ,...,x x x x x x x x Г D x x      для всіх 

 ,...,x x D  і, отже, для всіх x V  (див. означення 3). Для того щоб елемент *x  був 
екстремальним елементом для величини (2) в цьому випадку, необхідно і достатньо, 
щоб для будь-якого x V  існували індекс  1,...,xi m , функціонал *

ix

x
X

f B  такі, що  

     
*

* * * *

1
max max

i i x x x x xx
x Xix

x
i i i i i iii m f Bi

x a r x a r f x a r f x a r
  

           ,   (36) 

 * 0xf x x  .                                                              (37) 

Доведення. Необхідність. Нехай *x  є екстремальним елементом для величини (2) і 
D є *Г -множиною відносно  * *,...,x x , тобто  

        * * * * * * *,..., ,..., ,..., , ,...,x x x x x x x x Г D x x     . 

Згідно з теоремою 5 для     * * * * *,..., , ,...,x x x x Г D x x    існують індекс 

 1,..., ,xi m   функціонал *
ix

x
X

f B  такі, для яких виконуються співвідношення (36), 

(37). 
Необхідність доведено. 
Справедливість достатності випливає з теореми 6. 
Теорему доведено. 
Наслідок 1. Нехай в задачі відшукання величини (2) норми i

 , 1,i m , задані на 

,X  є попарно еквівалентними, *x V  і V  є *Г -множиною відносно *x  в деякому 

лінійному нормованому просторі  
0

,
i

X  , де  0 1,...,i m . Тоді V  є *Г -множиною 

відносно *x  в усіх лінійних нормованих просторах  , iX  , 1,i m . Для того щоб 

елемент *x  був екстремальним елементом для величини (2) в цьому випадку, необхідно і 
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достатньо, щоб для будь-якого x V  існували індекс  1,..., ,xi m функціонал *
ix

x
X

f B  

такі, для яких виконуються умови (36), (37) теореми 7. 
Доведення. Нехай V  є *Г -множиною відносно *x  в деякому лінійному 

нормованому просторі  
0

,
i

X  . Тоді для всіх x V   
0

* * *,ix x Г V x  , де  
0

* *,iГ V x  – 

конус граничних напрямків для множини V  лінійного нормованого простору  
0

,
i

X  . 

Згідно з твердженням 2 існують послідовності  
1

k
k

x



, де  kx V , 1,2,...k  ;   1k k 


, 

k R  , 0,k  1,2,...k  , lim 0kk



 ,  такі, що 

   
0

*
*lim 0

k

k
k i

x x x x



   .                                   (38) 

Нехай    01,..., \i m i . Оскільки норми i
  та 

0i
  за умовою є еквівалентними, то 

існує число 
0

0iiс  , для якого    
0

0

* *
* *

k k

ii
k ki i

x x x xx x c x x
 
 

     . 

 З урахуванням (38) з цієї нерівності одержуємо, що  

 
*

*lim 0
k

k
k i

x x x x



   ,    01,..., \i m i .                             (39) 

Згідно з твердженням 2 тоді *x x  належить конусу  * *,iГ V x  граничних 

напрямків для множини V  лінійного нормованого простору  , iX    для всіх x V . Це 

означає, що  V  є *Г -множиною відносно *x  кожного лінійного нормованого простору 
 , iX  , 1,i m .  

Переконаємося далі, що множина D   є *Г -множиною відносно  * *,...,x x D . 

Для цього доведемо, що         * * * * * * *,..., ,..., ,..., , ,...,x x x x x x x x Г D x x      для 

всіх  ,...,x x D  і, отже, для всіх x V . Вище встановлено, що за умов наслідку для 

кожного x V  існують послідовності  
1

k
k

x



, де  kx V , 1,2,...k  ;   1k k 


, k R  , 

0,k  1,2,...k  , lim 0kk



 ,  такі, що 

   
*

*lim 0
k

k
k i

x x x x



    для всіх  1,...,i m                       (40) 

(див (38), (39)). Зі співвідношення (40) випливає, що для довільного 0   існує 0k N , 

що для всіх 0k k    
*

*
k

k i

x x x x 



   , 1,i m . Звідси випливає, що для всіх 0k k  

          
* * *

* * *

1

,..., ,...,
,..., ,..., max

m

k k k

i m
k k iX

x x x x x xx x x x x x 
  

 
      . 
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Тому  
        

* *
* *

,..., ,...,
lim ,..., ,..., 0

m

k k

k
k

X

x x x x
x x x x




   . Згідно з 

твердженням 2         * * * * * * *,..., ,..., ,..., , ,...,x x x x x x x x Г D x x      для всіх 

 ,...,x x D . Це означає, що D   є *Г -множиною простору   , m
m

XX   відносно 

 * *,...,x x D . Згідно з теоремою 7 для екстремальності елемента *x V  для величини 
(2) в цьому випадку, необхідно і достатньо, щоб для будь-якого x V  існували індекс 

 1,..., ,xi m функціонал *
ix

x
X

f B  такі, для яких виконуються умови (36), (37). 

Наслідок доведено. 
Наслідок 2. Нехай в задачі відшукання величини (2) *x V  і V  є Г -множиною 

лінійного над полем дійсних чисел простору X  відносно *x  (зірковою відносно *x , 
опуклою множиною).  Для того щоб елемент *x  був екстремальним елементом для 
величини (2) в цьому випадку, необхідно і достатньо, щоб для будь-якого x V  існували 
індекс  1,..., ,xi m функціонал *

ix

x
X

f B  такі, для яких виконуються умови (36), (37) 

теореми 7. 
Справедливість наслідку 2 випливає з твердження 3 та теореми 7. 
Наслідок 3. Нехай в задачі відшукання величини (2) V  є підпростором простору 

X . Для того щоб елемент *x V  був екстремальним елементом для величини (2) в 
цьому випадку, необхідно і достатньо, щоб для будь-якого x V  існували індекс 

 1,..., ,xi m функціонал *
ix

x
X

f B  такі, для яких виконуються умови (36), (37) теореми 

7. 
Справедливість наслідку 3 випливає з наслідку 2, оскільки підпростір V  є 

опуклою множиною.  
Висновки. В статті для задачі (2) відшукання узагальненого чебишовського 

центра кількох замкнених куль деякого полінормованого простору відносно множини 
цього простору встановлено необхідні, достатні умови та критерії екстремальності 
допустимого елемента цієї задачі, основані на двоїстому поданні похідної за напрямком 
цільової функції задачі відшукання величини (12), еквівалентної до (2), доведено низку 
допоміжних тверджень, окремі з яких представляють самостійний інтерес. 

Конфлікт інтересів і етика. Автори заявляють, що не мають конфліктів інтересів. 
Автори також заявляють про повне дотримання всіх правил етики журнальних 
досліджень. 

Подяки. Автори заявляють про відсутність спеціального фінансування цієї 
роботи. 
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Extremality conditions for an admissible element in the problem of finding 
a generalized Chebyshev center of several closed balls in a polynormed 

space with respect to a subset of this space 
 

Uliana Hudyma, Vasyl Gnatyuk 

Abstract. The paper considers the problem of finding a generalized Chebyshev center of several closed 
balls in a certain polynormed space with respect to a subset of this space. Extremality conditions for an 
admissible element of this problem are established, based on the dual representation of the directional 
derivative of the objective function of an equivalent problem. 

Keywords: polynormed space, Hausdorff distance, generalized Chebyshev center, extremal element, 
extremality conditions. 
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