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Àíîòàöiÿ. Äîñëiäæó¹òüñÿ êëàñ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ÿäåð K(x, y), ùî ïîðîäæóþòüñÿ
öiëîþ ôóíêöi¹þ k çà äîïîìîãîþ ñèìåòðèçàöi¨, ïîâ'ÿçàíî¨ ç êóái÷íèì êîðåíåì ç îäèíèöi.
Äëÿ ÿäåð, óçãîäæåíèõ iç ñïåêòðàëüíîþ ñòðóêòóðîþ çàäà÷i òðåòüîãî ïîðÿäêó u′′′ = λu,
îòðèìàíî ÿâíå iíòåãðàëüíå ïîäàííÿ ôóíêöi¨ k ÷åðåç íåâiä'¹ìíó ñïåêòðàëüíó ìiðó dρ(λ)
ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Îòðèìàíà ôîðìóëà çàäà¹ êîíñòðóêòèâíó ïàðàìåòðèçàöiþ äîïó-
ñòèìèõ ÿäåð ó ðîçãëÿíóòîìó êëàñi òà âñòàíîâëþ¹ ïðÿìèé çâ'ÿçîê ìiæ äîäàòíîþ âèçíà-
÷åíiñòþ i ñïåêòðàëüíèìè äàíèìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ, ÿäðî, äîäàòíî âèçíà÷åíi ôóíêöi¨.

1. Âñòóï

Òåîðiÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ôóíêöié òà ÿäåð ñòàíîâèòü ôóíäàìåíòàëüíå ïiä ðóíòÿ
ñó÷àñíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè. Çàâäÿ-
êè ñâî¨ì ñòðóêòóðíèì âëàñòèâîñòÿì öi îá'¹êòè çàáåçïå÷óþòü óíiâåðñàëüíèé ìàòåìàòè-
÷íèé àïàðàò äëÿ îïèñó êîâàðiàöiéíèõ ÿäåð âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ãàðìîíi÷íîãî àíàëiçó
íà ãðóïàõ òà ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ Ãiëüáåðòà ç âiäòâîðþâàëüíèì ÿäðîì (Reproduci-
ng Kernel Hilbert Spaces, RKHS). Ñó÷àñíèé ñòàí òåîði¨ RKHS, ç îñîáëèâèì àêöåíòîì íà
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¨¨ êîíñòðóêòèâíi àñïåêòè òà øèðîêå êîëî ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàíü, äåòàëüíî âèñâiòëåíî
ó ôóíäàìåíòàëüíèõ ïðàöÿõ [1, 2].

Ó êîíòåêñòi ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ
ÿäåð âiäiãðàþòü ðîëü, àíàëîãi÷íó ñïåêòðàëüíèì ðîçêëàäàì ó òåîði¨ Ôóð'¹. Çîêðåìà, äëÿ
êëàñó çñóâíî-iíâàðiàíòíèõ ÿäåð òàêi çîáðàæåííÿ áåçïîñåðåäíüî ïîâ'ÿçàíi çi ñïåêòðàëü-
íèìè ìiðàìè çãiäíî ç êëàñè÷íèìè ðåçóëüòàòàìè òèïó òåîðåìè Áîõíåðà. Äëÿ áiëüø çà-
ãàëüíèõ ñòðóêòóð åôåêòèâíèì iíñòðóìåíòîì äîñëiäæåííÿ âèñòóïà¹ îïåðàòîðíèé ïiäõiä,
ùî áàçó¹òüñÿ íà ñïåêòðàëüíié òåîði¨ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ. Ó ìåæàõ öüîãî ïiäõîäó
äîäàòíî âèçíà÷åíi ÿäðà äîïóñêàþòü ïîäàííÿ ÷åðåç âëàñíi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ùî âñòàíîâëþ¹ ãëèáîêèé çâ'ÿçîê ìiæ òåîði¹þ ÿäåð òà òåîði¹þ
êðàéîâèõ çàäà÷ i ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié (äèâ., çîêðåìà, [3, 4]).

Ìåòîäîëîãiÿ ÿäåð îòðèìàëà çíà÷íèé ðîçâèòîê ó çàäà÷àõ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìà-
òèêè òà àíàëiçó äàíèõ (Data-Driven Science). Âàãîìèé âíåñîê ó ðîçðîáêó ìåòîäiâ íà-
áëèæåííÿ íà îñíîâi ðàäiàëüíî-áàçèñíèõ ôóíêöié òà ñòàòèñòè÷íîãî íàâ÷àííÿ çðîáëåíî
ó ïðàöÿõ Ì. Ä. Áþìàíà [5] òà Á. Øîëêîïôà [6]. Ôóíäàìåíòàëüíi àñïåêòè çàñòîñóâàííÿ
RKHS ó éìîâiðíiñíèõ ìîäåëÿõ òà ñïåêòðàëüíié òåîði¨ îïåðàòîðiâ òàêîæ ñèñòåìàòèçîâàíî
ó êëàñè÷íié ðîáîòi Þ. Ì. Áåðåçàíñüêîãî [9].

Ñïèðàþ÷èñü íà ìåòîäè ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨, âèäà¹òüñÿ ïðèðîäíèì ïîøóê àíàëiòè-
÷íèõ âèðàçiâ äëÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ÿäåð ó ôîðìi ðîçêëàäiâ çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè
äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Ôóíäàìåíòàëüíó òåîðåòè÷íó áàçó äëÿ òàêîãî àíàëiçó ñòâî-
ðþ¹ ñïåêòðàëüíà òåîðåìà äëÿ íåîáìåæåíèõ ñàìîñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ [3, 4].

Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ âèâåäåííÿ ÿâíîãî iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ äëÿ ñïåöèôi-
÷íîãî êëàñó äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ÿäåð, ùî ãåíåðóþòüñÿ öiëîþ ôóíêöi¹þ, àñîöiéîâàíèõ
ç ëiíiéíèì äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì òðåòüîãî ïîðÿäêó u′′′ = λu. Îñíîâíèì îá'¹êòîì
äîñëiäæåííÿ ¹ iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ âèãëÿäó:

K(x, y) =

∞∫
−∞

r−1∑
j,k=0

χj(x;λ)χk(y;λ) dσjk(λ),

äå χ0(x;λ), χ1(x;λ), . . . , χr−1(x;λ) � ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ Lu = λu. Îòðèìàíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ÿäåð òèïó K(y − x), K(x −

y), K(x + y), ïîâ'ÿçàíèõ ç äèôåðåíöiàëüíèìè îïåðàòîðàìè
d

dx
,− d2

dx2
, i

d

dx
, à òàêîæ äî-

âåäåíà òåîðåìà ïðî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ÿäåð, ïîâ'ÿçàíèõ ç

äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì òðåòüîãî ïîðÿäêó
d3

dx3
.

2. Ïîáóäîâà ÿäðà òà îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Ó äàíîìó ðîçäiëi ââîäèòüñÿ ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ äîäàòíî âèçíà÷åíî¨ öiëî¨ ôóí-
êöi¨, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â ïîäàëüøèõ òåîðåòè÷íèõ ïîáóäîâàõ, òà ôîðìóëþ¹òüñÿ ãîëîâ-
íå òâåðäæåííÿ ïðî iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ äîñëiäæóâàíîãî êëàñó ÿäåð. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ
ÿäðî K(x, y), ïîáóäîâàíå íà îñíîâi ñêàëÿðíî¨ ôóíêöi¨ k øëÿõîì êîìïîçèöi¨ ¨¨ çíà÷åíü íà
òðüîõ àôiííèõ ôîðìàõ âiä (x, y), ÿêi iíäóêîâàíi êóái÷íèìè êîðåíÿìè ç îäèíèöi. Ïðîïî-
íîâàíà ïðîöåäóðà ñèìåòðèçàöi¨ ¹ âíóòðiøíüî óçãîäæåíîþ çi ñïåöèôiêîþ ñïåêòðàëüíîãî
àíàëiçó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òðåòüîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó u′′′ = λu.
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Îçíà÷åííÿ 1. Öiëó ôóíêöiþ C ∋ s 7→ k(s) ∈ C∞ áóäåìî íàçèâàòè äîäàòíî âèçíà÷åíîþ,
ÿêùî

N∑
i,j=1

K(xi, xj)ξiξj ≥ 0, ∀x1, . . . , xN ; ξ1, . . . , ξN ∈ R, (1)

äå

K(x, y) =
1

3

[
k(x+ y) + k

(
−1 + i

√
3

2
x+

−1− i
√
3

2
y

)
+ k

(
−1− i

√
3

2
x+

−1 + i
√
3

2
y

)]
,

à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ

K(0, 0) = 0;
∂K

∂x
(0, 0) = 0;

∂2K

∂x2
(0, 0) = 0;

∂K

∂y
(0, 0) = 0;

∂2K

∂y2
(0, 0) = 0;

∂2K

∂x∂y
(0, 0) = 0.

(2)

Íàñòóïíà òåîðåìà ñòàíîâèòü öåíòðàëüíèé ðåçóëüòàò öi¹¨ ðîáîòè. Ó íié îòðèìàíî
ÿâíå iíòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ïîðîäæóâàëüíî¨ ôóíêöi¨ k (à îòæå, i ÿäðà K) ÷åðåç ñïå-
êòðàëüíó ìiðó dρ(λ). Ïîäàííÿ òàêîãî òèïó ¹ ïðèíöèïîâî âàæëèâèìè ç äâîõ ïðè÷èí:
ïî-ïåðøå, âîíè çàáåçïå÷óþòü êîíñòðóêòèâíó ïàðàìåòðèçàöiþ âñiõ äîïóñòèìèõ äîäàòíî
âèçíà÷åíèõ ÿäåð ó ìåæàõ ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó; ïî-äðóãå, âñòàíîâëþþòü áåçïîñåðåäíié
çâ'ÿçîê ìiæ âëàñòèâiñòþ äîäàòíî¨ âèçíà÷åíîñòi òà ñïåêòðàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ðiâ-
íÿííÿ u′′′ = λu.

Òåîðåìà 2. Íåõàé öiëà äîäàòíî âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ k(s) (s ∈ Z) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

k(s) + k

(
−1 + i

√
3

2
s

)
+ k

(
−1− i

√
3

2
s

)
= 0, (3)

òà îöiíêó

|k(s)| ≤ Ce|s| (C > 0). (4)

Òîäi ìà¹ ìiñöå çîáðàæåííÿ

k(x) =

0∫
−1

[
1

3
e−

3
√

|λ|x − 1

3
e

3
√

|λ|
2

x cos

√
3

2
3
√

|λ|x+
1√
3
e

3
√

|λ|
2

x sin

√
3

2
3
√

|λ|x
]

1
3
√
λ2

dρ(λ)+

+

1∫
0

[
1

3
e

3√
λx − 1

3
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√
λx+

1√
3
e−

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

]
1

3
√
λ2

dρ(λ),

(5)

äå dρ(λ) � äåÿêà ìiðà, ïðè÷îìó

1∫
−1

1
3
√
λ2

dρ(λ) < ∞. (6)

Íàâïàêè, ôóíêöiÿ âèãëÿäó (5) ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíîþ i çàäîâîëüíÿ¹ (2)�(4).

3



Àíäðóñÿê I., Áðîäÿê Î. Êëàñ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ ÿäåð iç êóái÷íîþ ñèìåòðèçàöi¹þ

3. Äîâåäåííÿ îñíîâíî¨ òåîðåìè

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ äîäàòíî âèçíà÷åíîãî ÿäðà (1) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∂3

∂x3
K (x, y) =

∂3

∂y3
K (x, y) ,

òî äëÿ ÿäðàK(x, y) ìîæíà çàñòîñóâàòè Òåîðåìó 3.7 ([9], ñ.659) i âèêîðèñòàòè çîáðàæåííÿ
(3.20).

Äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ
χ0(x;λ), χ1(x;λ), χ2(x;λ) ðiâíÿííÿ

d3u

dx3
= λu, (7)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

dk

dxk
χj (x;λ)|x=0 = δjk (j, k = 0, 1, 2) .

Îñêiëüêè êîðåíÿìè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ K3−λ = 0 ¹ K1 =
3
√
λ, ÿêùî λ ≥ 0

òà K1 = − 3
√

|λ|, ÿêùî λ < 0, K2,3 =
− 3
√
λ± i

√
3 3
√
λ

2
, òî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (7), ÿêùî

λ ≥ 0 ìàòèìå âèãëÿä

y = C1e
3√
λx + C2e

−
3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√
λx+ C3e

−
3√
λx
2 sin

√
3

2
3
√
λx.

ßêùî æ λ < 0, òî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7) áóäå ìàòè âèãëÿä

y = C1e
− 3
√

|λ|x + C2e
3
√

|λ|
2

x cos

√
3

2
3
√
|λ|x+ C3e

3
√

|λ|x
2 sin

√
3

2
3
√

|λ|x.

Òîìó ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (7) ìàòèìå òàêèé âèãëÿä:

χ0 (x;λ) =


1

3
e−

3
√

|λ|x +
2

3
e

3
√

|λ|x
2 cos

√
3

2
3
√
|λ|x (λ < 0) ,

1

3
e

3√
λx +

2

3
e

− 3√
λx

2 cos

√
3

2
3
√
λx (λ ≥ 0) ;

χ1(x;λ)=



(
1

3
e−

3
√

|λ|x−1

3
e

3
√

|λ|x
2 cos

√
3

2
3
√

|λ|x+ 1√
3
e

3
√

|λ|
2

x sin

√
3

2
3
√

|λ|x

)
1

3
√
λ2

(λ < 0) ,(
1

3
e

3√
λx−1

3
e−

3√
λx

2 cos

√
3

2
3
√
λx+

1√
3
e

− 3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

)
1

3
√
λ2

(λ ≥ 0) ;

χ2(x;λ)=



(
1

3
e−

3
√

|λ|x−1

3
e

3
√

|λ|x
2 cos

√
3

2
3
√

|λ|x− 1√
3
e

3
√

|λ|x
2 sin

√
3

2
3
√

|λ|x

)
1

3
√
λ2

(λ < 0),(
1

3
e

3√
λx−1

3
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√
λx− 1√

3
e

− 3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

)
1

3
√
λ2

(λ ≥ 0).
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Çîáðàæåííÿ (3.7) ç òåîðåìè 3.1 ([9], ñ.643)

K (x, y) =

+∞∫
−∞

Ωλ (x, y) dρ (λ) ,

äå

Ωλ (x, y) =
2∑

j,k=0

(
∂j+kΩλ

∂xj∂yk

)
(0, 0)χj (x;λ)χk (y;λ); dσjk (λ) =

(
∂j+kΩλ

∂xj∂yk

)
(0, 0) dρ (λ)

áóäå ìàòè òàêèé âèãëÿä:

K (x, y) =
2∑

j,k=0

χj(x;λ)χk(y;λ), (8)

Îñêiëüêè K(x, y) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2), òî ìiðè dσjk(λ) = 0 (j, k = 0, 2, êðiì j =
k = 2) i çîáðàæåííÿ (8) ìàòèìå âèãëÿä:

K(x; y) =

∫
R1

χ2(x;λ)χ2(y;λ)dσ22(λ) =

∫
R1

χ2(x;λ)χ2(y;λ)dρ(λ). (9)

Äàëi, ÿêùî ó ÿäðî K(x, y) ïîêëàñòè y = x, òî óìîâó (9) ïåðåïèøåìî

1

3
[k(2x) + k(−x) + k(−x)] =

1

3
[k(2x) + 2k(−x)] =

∫
R1

χ2
2(x;λ)dρ(λ) =

=

0∫
−∞

[
1

3
e−

3
√

|λ|x−1

3
e

3
√

|λ|
2

x cos

√
3

2
3
√

|λ|x− 1√
3
e

3
√

|λ|
2

x sin

√
3

2
3
√
|λ|x

]2
dρ (λ)

3
√
λ2

+

+

∞∫
0

[
1

3
e

3√
λx − 1

3
e

− 3√
λx

2 cos

√
3

2
3
√
λx− 1√

3
e−

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

]2
dρ (λ)

3
√
λ2

.

(10)

Ïðàâó ÷àñòèíó (10) ìîæíà ñïðîñòèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé λ ≥ 0, òî ìà¹ìî
∞∫
0

[
1

3
e

3√
λx − 1

3
e

− 3√
λx

2 cos

√
3

2
3
√
λx− 1√

3
e−

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

]2
dρ (λ)

3
√
λ2

=

=

∞∫
0

[
1

9
e2

3√
λx+

1

9
e−

3√
λxcos2

√
3

2
3
√
λx+

1

3
e−

3√
λxsin2

√
3

2
3
√
λx−2

1

9
e

3√
λ

2
xcos

√
3

2
3
√
λx−

−2
1

3
√
3
e

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx+ 2

1

3
√
3
cos

√
3

2
3
√
λx sin

√
3

2
3
√
λx

]
dρ (λ)

3
√
λ2

=

=

∞∫
0

[
1

9
e2

3√
λx +

1

9
e−

3√
λx

(
1 + cos

√
3 3
√
λx

2

)
+

1

3
e−

3√
λx

(
1− cos

√
3 3
√
λx

2

)
−

−2

9
e

3√
λ

2
x cos

√
3

2
3
√
λx− 2

3
√
3
e

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx+

1

3
√
3
e−

3√
λx sin

√
3

3
√
λx

]
dρ (λ)

3
√
λ2

=

5
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=

∞∫
0

[
1

9
e2

3√
λx − 1

9
e−

3√
λx cos

√
3

3
√
λx+

1

3
√
3
e−

3√
λx sin

√
3

3
√
λx+

2

9
e−

3√
λx−

−2

9
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√
λx− 2

3
√
3
e

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

]
1

3
√
λ2

dρ(λ).

Îòæå, âèðàç (10), ÿêùî λ ≥ 0, ìà¹ âèãëÿä

1

3
[k(2x) + 2k(−x)] =

∞∫
0

[
1

9
e2

3√
λx − 1

9
e−

3√
λx cos

√
3

3
√
λx+

+
1

3
√
3
e−

3√
λx sin

√
3

3
√
λx+

2

9
e−

3√
λx − 2

9
e−

3√
λx
2 cos

√
3

2
3
√
λx−

− 2

3
√
3
e

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

]
1

3
√
λ2

dρ(λ),

(11)

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

k(x)=

∞∫
0

[
1

3
e

3√
λx − 1

3
e−

3√
λ

2
x cos

√
3

2
3
√
λx+

1√
3
e−

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

]
1

3
√
λ2

dρ(λ),

à öå ñïiââiäíîøåííÿ (5) äëÿ âèïàäêó λ ≥ 0.
Àíàëîãi÷íî ç (10) ìîæíà îòðèìàòè çîáðàæåííÿ (5) äëÿ âèïàäêó λ < 0.
Ç óìîâè (6) âèïëèâà¹, ùî ìiðà dρ(λ) çîñåðåäæåíà íà ïðîìiæêó [−1, 1].
Çàâäÿêè òîìó, ùî íîñié ìiðè dρ(λ) ¹ êîìïàêòíèì (îáìåæåíèì), ôóíêöiÿ k(x) äîïó-

ñêà¹ àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ íà âñþ êîìïëåêñíó ïëîùèíó, òîáòî äî ôóíêöi¨ k(s) (s ∈ C).
Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâîäèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Iç çîáðàæåííÿ (5) çíà-

õîäèìî âñi ÷ëåíè ÿäðà K(x; y).
Îòæå, äëÿ λ ≥ 0 ìà¹ìî

1

3
k(x+ y)=

1∫
0

1

9
e

3√
λ(x+y) − 1

9

e(− 1
2
+i

√
3

2

)
3√
λ(x+y)

+e

(
− 1

2
−i

√
3

2

)
3√
λ(x+y)

2

+

+
1

3
√
3

e(− 1
2
+i

√
3
2

)
3√
λ(x+y) − e

(
− 1

2
−i

√
3
2

)
3√
λ(x+y)

2i

 1
3
√
λ2

dρ(λ);

(12)

1

3
k

(
−1 + i

√
3

2
x+

−1− i
√
3

2
y

)
=

1∫
0

{
1

9
e

3√
λ
(
− 1

2
+i

√
3

2

)
x+
(
− 1

2
−i

√
3

2

)
y−

− 1

18

[
e

3√
λ
(
− 1

2
−i

√
3

2

)
x+

3√
λy + e

3√
λx+

3√
λ
(
− 1

2
+i

√
3

2

)
y

]
+

+
1

3
√
3

[
e

3√
λ
(
− 1

2
−i

√
3
2

)
x+

3√
λy − e

3√
λx+

3√
λ
(
− 1

2
+i

√
3

2

)
y

2i

]}
1

3
√
λ2

dρ(λ);

(13)
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1

3
k

(
−1− i

√
3

2
x+

−1 + i
√
3

2
y

)
=

1∫
0

{
1

9
e

3√
λ
(
− 1

2
−i

√
3

2

)
x+

(
− 1

2
+i

√
3

2

)
y−

− 1

18

[
e

3√
λx+

3√
λ
(
− 1

2
−i

√
3

2

)
y
+ e

3√
λ
(
− 1

2
+i

√
3

2

)
x+

3√
λy

]
+

+
1

3
√
3

[
e

3√
λx+

3√
λ
(
− 1

2
−i

√
3

2

)
y − e

3√
λ
(
− 1

2
+i

√
3

2

)
x+

3√
λy

2i

]}
1

3
√
λ2

dρ(λ).

(14)

Òåïåð ÿêùî äîäàòè ðiâíîñòi (12), (13) òà (14), òî ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî

1

9

[
e

3√
λ
(
− 1

2
+i

√
3
2

)
x+

3√
λ
(
− 1

2
−i

√
3

2

)
y
+ e

3√
λ
(
− 1

2
−i

√
3

2

)
x+

3√
λ
(
− 1

2
+i

√
3
2

)
y

]
=

=
2

9
e−

3√
λ

2
(x+y)

(
cos

√
3

2
3
√
λx cos

√
3

2
3
√
λy + sin

√
3

2
3
√
λx sin

√
3

2
3
√
λy

)
,

îòðèìà¹ìî

K(x, y) =

=
1

3

[
k(x+ y)+k

(
−1+i

√
3

2
x+

−1−i
√
3

2
y

)
+k

(
−1−i

√
3

2
x+

−1+i
√
3

2
y

)]
=

=

1∫
0

{
1

9
e

3√
λ(x+y) +

1

9
e

3√
λ(x+y)

2 cos

√
3

2
3
√
λx cos

√
3

2
3
√
λy+

+
1

3
e

3√
λ

2
(x+y) sin

√
3

2
3
√
λx sin

√
3

2
3
√
λy − 1

9
e−

3√
λ

2
x cos

√
3

2
3
√
λx · e

3√
λy−

−1

9
e−

3√
λ

2
y cos

√
3

2
3
√
λy · e

3√
λx +

1

3
√
3
e−

3√
λ(x+y)

2 cos

√
3

2
3
√
λx sin

√
3

2
3
√
λy+

+
1

3
√
3
e−

3√
λ(x+y)

2 sin

√
3

2
3
√
λx · cos

√
3

2
3
√
λy − 1

3
√
3
e−

3√
λx
2 sin

√
3

2
3
√
λx · e

3√
λy−

− 1

3
√
3
e−

3√
λy
2 sin

√
3

2
3
√
λy · e

3√
λx

}
1

3
√
λ2

dρ (λ) =

1∫
0

χ2(x)χ2(y)dρ(λ). (15)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (15) â (1), îòðèìó¹ìî äîäàòíó âèçíà÷åíiñòü ÿäðàK(x, y) äëÿ âèïàäêó
λ ≥ 0.

Àíàëîãi÷íî, ïåðåâiðÿ¹òüñÿ äîäàòíà âèçíà÷åíiñòü ÿäðà K(x, y) äëÿ âèïàäêó λ < 0.
Óìîâà (2) âèïëèâà¹ ç (15).
Ïiäñòàâëÿþ÷è y = 0 ó ñïiââiäíîøåííÿ (15), îòðèìó¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè (3). Äàëi,

ç óðàõóâàííÿì óìîâè (6), áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ é óìîâà (4).

|k(x)| ≤
0∫

−1

∣∣∣∣13e− 3
√

|λ|x − 1

3
e

3
√

|λ|
2

x cos

√
3

2
3
√

|λ|x+

+
1√
3
e

3
√

|λ|
2

x sin

√
3

2
3
√
|λ|x

∣∣∣∣ 1
3
√
λ2

dρ(λ)+

7
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+

1∫
0

∣∣∣∣13e 3√
λx − 1

3
e−

3√
λ

2
x cos

√
3

2
3
√
λx+

1√
3
e−

3√
λ

2
x sin

√
3

2
3
√
λx

∣∣∣∣ 1
3
√
λ2

dρ(λ) ≤

≤
0∫

−1

(
1

3
e|x| +

1

3
e

|x|
2 +

1√
3
e

|x|
2

)
1

3
√
λ2

dρ(λ) +

1∫
0

(
1

3
e|x| +

1

3
e

|x|
2 +

+
1√
3
e

|x|
2

)
1

3
√
λ2

dρ(λ) ≤ C1e
|x|

1∫
−1

dρ(λ)
3
√
λ2

= Ce|x|.

Òåîðåìó äîâåäåíî

Âèñíîâêè. Ó ðîáîòi îòðèìàíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ äëÿ êëàñó äîäàòíî âèçíà-
÷åíèõ ÿäåð K(x, y), ùî ïîðîäæóþòüñÿ öiëîþ ôóíêöi¹þ k òà óçãîäæåíi çi ñïåêòðàëüíîþ
ñòðóêòóðîþ ðiâíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó u′′′ = λu. Çîáðàæåííÿ çàäàíî ÷åðåç íåâiä'¹ìíó
ñïåêòðàëüíó ìiðó dρ(λ) ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì, ùî çàáåçïå÷ó¹ êîíñòðóêòèâíó ïàðàìåòðè-
çàöiþ ÿäåð ó ðîçãëÿíóòîìó êëàñi òà äîçâîëÿ¹ ïåðåâiðÿòè äîäàòíó âèçíà÷åíiñòü ÷åðåç
ñïåêòðàëüíi äàíi.

Ç ïîãëÿäó ñó÷àñíî¨ ëiòåðàòóðè ç òåîði¨ ÿäåð òà ïðîñòîðiâ RKHS, çîêðåìà [1, 10],
äàíèé ðåçóëüòàò äîïîâíþ¹ çàãàëüíi ïiäõîäè êîíêðåòíîþ îïåðàòîðíî-óçãîäæåíîþ ïîáóäî-
âîþ ÿäðà i ÿâíîþ ôîðìóëîþ iíòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ. Íà âiäìiíó âiä àïðîêñèìàöiéíî-
÷èñåëüíèõ ïiäõîäiâ [2, 7] òà ïðèêëàäíî¨ ïåðñïåêòèâè â çàäà÷àõ ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ [6],
ó öåíòði óâàãè òóò � ÿäðà, ùî âèíèêàþòü iç ðîçêëàäiâ çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Ïîðiâíÿíî ç îïåðàòîðíî-ñïåêòðàëüíèì òëîì [3, 4], îñíîâíèé âíåñîê ñòàòòi ïîëÿãà¹
â îòðèìàííi ÿâíî¨ ôîðìóëè äëÿ ïîðîäæóâàëüíî¨ ôóíêöi¨ k (i, âiäïîâiäíî, ÿäðà K) ÷åðåç
ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð λ, àäàïòîâàíî¨ äî êóái÷íî-êîðåíåâî¨ ñòðóêòóðè çàäà÷i òðåòüîãî
ïîðÿäêó. Îòðèìàíi ôîðìóëè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ïîáóäîâè ïðèêëàäiâ i ÿê
îñíîâà äëÿ ïîäàëüøèõ óçàãàëüíåíü íà ñïîðiäíåíi îïåðàòîðè âèùèõ ïîðÿäêiâ òà ðiçíi
êðàéîâi óìîâè.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Àâòîðè çàÿâëÿþòü, ùî íå ìàþòü êîíôëiêòiâ iíòå-
ðåñiâ. Àâòîðè òàêîæ çàÿâëÿþòü ïðî ïîâíå äîòðèìàííÿ âñiõ ïðàâèë åòèêè æóðíàëüíèõ
äîñëiäæåíü.

Ïîäÿêè. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáî-
òè.
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UDC 517.9

A Class of positive de�nite kernels with cubic symmetrization

Ivanna Andrusyak, Oksana Brodyak

Abstract. The class of positive de�nite kernels K(x, y) generated by an entire functi-
on k by means of symmetrization associated with cube roots of unity is investigated. For
kernels consistent with the spectral structure of the third-order problem u′′′ = λu, an expli-
cit integral representation of the function k in terms of a nonnegative spectral measure
dρ(λ) with compact support is obtained. The obtained formula determines the constructi-
ve parameterization of admissible kernels in the considered class and establishes a direct
connection between positive de�niteness and spectral data.

Keywords: integral representation, kernels, positive de�nite function.
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