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Àíîòàöiÿ. Ó ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äèíàìiêè ôîðìóâàííÿ êîì-
ïåòåíòíîñòåé çäîáóâà÷iâ îñâiòè ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ, ïîáóäîâàíó íà îñíîâi àíàëîãi¨ ç
êîìïàðòìåíòíèìè òà åïiäåìiîëîãi÷íèìè ìîäåëÿìè. Ìîäåëü âðàõîâó¹ ï'ÿòü ðiâíiâ ñôîð-
ìîâàíîñòi êîìïåòåíòíîñòåé (âõiäíèé, íèçüêèé, ñåðåäíié, äîñòàòíié i âèñîêèé) òà îïèñó¹
ÿê ïðîãðåñèâíi, òàê i ðåãðåñèâíi ïåðåõîäè ìiæ íèìè ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòíèõ i áåçêîí-
òàêòíèõ ìåõàíiçìiâ âçà¹ìîäi¨. Îòðèìàíî ñèñòåìó íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü,
ùî îïèñó¹ ÷àñîâó åâîëþöiþ âiäïîâiäíèõ ãðóï çäîáóâà÷iâ îñâiòè. Äëÿ ïîáóäîâàíî¨ ìîäåëi
äîñëiäæåíî çàäà÷ó Êîøi: äîâåäåíî îáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, à òàêîæ iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü
ðîçâ'ÿçêó çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çà-
ïðîïîíîâàíèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ ôîðìàëiçóâàòè ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé òà
ñòâîðþ¹ îñíîâó äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó, çîêðåìà äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi, ÷óòëèâîñòi ïà-
ðàìåòðiâ i çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ îñâiòíiì ïðîöåñîì.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàòåìàòè÷íå ìîäåëþâàííÿ, ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé, êîìïàðò-
ìåíòíi ìîäåëi, åïiäåìiîëîãi÷íi ìîäåëi, çàäà÷à Êîøi, iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

1. Âñòóï

Îñòàííiì ÷àñîì ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çðîñòàííÿ iíòåðåñó äî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ ìàòå-
ìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ äëÿ àíàëiçó îñâiòíiõ ïðîöåñiâ ([4, 5, 7, 10, 12]). Îñîáëèâå ìiñöå
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ñåðåä òàêèõ ïiäõîäiâ ïîñiäàþòü åïiäåìiîëîãi÷íi òà êîìïàðòìåíòíi ìîäåëi ([3, 6, 8]), ÿêi
çàâäÿêè ñâî¨é ñòðóêòóðíié ãíó÷êîñòi äîçâîëÿþòü îïèñóâàòè äèíàìiêó ïîøèðåííÿ çíàíü,
íàâ÷àëüíî¨ ìîòèâàöi¨ òà ïîâåäiíêîâèõ õàðàêòåðèñòèê ñòóäåíòiâ.

Êëàñè÷íi ðîáîòè ç ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨ òà åïiäåìiîëîãi¨ çàêëàëè òåîðåòè÷íi îñíî-
âè ïîäiëó ïîïóëÿöi¨ íà ïiäãðóïè òà àíàëiçó ïåðåõîäiâ ìiæ íèìè çà äîïîìîãîþ ñèñòåì
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ([9, 13]). Íàäàëi öi ïiäõîäè áóëè óñïiøíî àäàïòîâàíi äëÿ ìî-
äåëþâàííÿ ñîöiàëüíèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà ïîøèðåííÿ iíôîðìàöi¨ òà çíàíü.

Ó êîíòåêñòi ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè íèçêà äîñëiäæåíü ïðèñâÿ÷åíà àíàëiçó âïëèâó ìî-
òèâàöi¨, ñîöiàëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ òà ïîâåäiíêîâèõ ôàêòîðiâ íà íàâ÷àëüíi ðåçóëüòàòè. Çîêðå-
ìà, ó ðîáîòi [5] ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñó íàâ÷àííÿ ñòóäåíòiâ â ðàìêàõ
ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè, âèêîíàíî àíàëiç ÷óòëèâîñòi ïàðàìåòðiâ i ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ îñâiòíiì ïðîöåñîì, ùî ïiäòâåðäæó¹ äîöiëüíiñòü âèêîðèñòàííÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ ìîäåëåé äëÿ äîñëiäæåííÿ íàâ÷àëüíî¨ äèíàìiêè.

Âàæëèâèì êðîêîì ó öüîìó íàïðÿìêó ¹ ðîáîòà [10], ó ÿêié çàïðîïîíîâàíî åïiäåìiî-
ëîãi÷íó ìîäåëü íàâ÷àëüíî¨ ïîâåäiíêè ñòóäåíòiâ, ïîáóäîâàíó çà àíàëîãi¹þ ç êëàñè÷íîþ
SIR-ìîäåëëþ. Àâòîðè iíòåðïðåòóþòü ïðîöåñ íàâ÷àííÿ ÿê ïîøèðåííÿ ¾íàâ÷àëüíî¨ ïî-
âåäiíêè¿ â ñòóäåíòñüêîìó ñåðåäîâèùi òà äåìîíñòðóþòü, ùî ñîöiàëüíà âçà¹ìîäiÿ, ìîòè-
âàöiÿ òà iíòåíñèâíiñòü íàâ÷àëüíîãî âïëèâó âiäiãðàþòü êëþ÷îâó ðîëü ó ïåðåõîäàõ ìiæ
ðiçíèìè ðiâíÿìè íàâ÷àëüíî¨ àêòèâíîñòi. Öÿ ðîáîòà ïiäòâåðäæó¹ óíiâåðñàëüíiñòü ìåòîäó
àíàëîãié i éîãî ïðèäàòíiñòü äëÿ ôîðìàëiçàöi¨ ñêëàäíèõ îñâiòíiõ ÿâèù. Çàóâàæèìî, ùî
âïåðøå SIR-ìîäåëü áóëà çàïðîïíîâíà Â. Êåðìàêîì i À. Ìàêêåíäðiêîì ([9]) â 1927 ðîöi
äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïîøèðåííÿ iíôåêöiéíîãî çàõâîðþâàííÿ. Òóò ëþäè õàðàêòåðèçóþòüñÿ
òðüîìà êëàñàìè: ñïðèéíÿòëèâi (Susceptible), iíôiêîâàíi (Infected) òà âèäóæàëi/âèëó÷åíi
(Recovered/Removed).

Ðàçîì iç òèì çàçíà÷åíi ìîäåëi ïåðåâàæíî çîñåðåäæåíi íà çàãàëüíèõ õàðàêòåðèñòè-
êàõ íàâ÷àëüíî¨ ïîâåäiíêè àáî îáiçíàíîñòi òà íå âðàõîâóþòü óñþ ñïåöèôiêó ôîðìóâàííÿ
êîìïåòåíòíîñòåé ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ. Íà âiäìiíó âiä ìîäåëåé, çàïðîïîíîâàíèõ ó [5, 6, 10],
äå îñíîâíà óâàãà ïðèäiëÿ¹òüñÿ çàãàëüíié íàâ÷àëüíié ïîâåäiíöi àáî îáiçíàíîñòi, ó öié ðî-
áîòi êîìïàðòìåíòíà ñòðóêòóðà àäàïòó¹òüñÿ äî ñïåöèôiêè ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé
ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ âiäïîâiäíî äî ðiâíiâ ¨õ ñôîðìîâàíîñòi. Çîêðåìà, òóò ïåðåäáà÷à¹òüñÿ
íàÿâíiñòü ÿê ïðîãðåñèâíèõ, òàê i ðåãðåñèâíèõ ïåðåõîäiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç âòðàòîþ ïåâíèõ
êîìïåòåíòíîñòåé íà êîæíîìó ðiâíi. Òàêèé ïiäõiä äîçâîëÿ¹ áiëüø àäåêâàòíî âiäîáðàçèòè
ðåàëüíi ïðîöåñè, ÿêi âèíèêàþòü ïiä ÷àñ íàâ÷àííÿ.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó ïåäàãîãi÷íó ìîäåëü ôîðìóâàííÿ ïåâíèõ êîìïåòåíòíîñòåé çäîáó-
âà÷iâ îñâiòè ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ. Â öié ìîäåëi âèçíà÷èìî ÷îòèðè ðiâíi ñôîðìîâàíîñòi êîì-
ïåòåíòíîñòåé: íèçüêèé (ïî÷àòêîâèé), ñåðåäíié (ðåïðîäóêòèâíèé), äîñòàòíié (êîíñòðóê-
òèâíèé) i âèñîêèé (òâîð÷èé).

Íèçüêèé (ïî÷àòêîâèé) ðiâåíü � çäîáóâà÷i îñâiòè ïåðåáóâàþòü íà ïî÷àòêîâîìó åòà-
ïi ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé, çóñòði÷àþòüñÿ ç òðóäíîùàìè â îïàíóâàííi íàâ÷àëüíî-
ãî ìàòåðiàëó, çäàòíi âiäòâîðþâàòè ëèøå íåçíà÷íó éîãî ÷àñòèíó, ïîòðåáóþòü ïîñòiéíî¨
äîïîìîãè, âèÿâëÿþòü ïàñèâíiñòü â íàâ÷àííi, çàñòîñóâàííÿ çíàíü íà ïðàêòèöi âiäñóòí¹
(êîìïåòåíòíîñòi ìàéæå íå ñôîðìîâàíi).

Ñåðåäíié (ðåïðîäóêòèâíèé) ðiâåíü � çäîáóâà÷i ìàþòü ñòàáiëüíî ñôîðìîâàíi áàçîâi
çíàííÿ, âìiííÿ i íàâè÷êè, âiäòâîðþþòü öi çíàííÿ i âèêîíóþòü òèïîâi çàâäàííÿ çà çðàç-
êîì, àëå íå âèÿâëÿþòü äîñòàòíüî¨ ñàìîñòiéíîñòi (êîìïåòåíòíîñòi ñôîðìîâàíi ÷àñòêîâî).
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Äîñòàòíié (êîíñòðóêòèâíèé) ðiâåíü � çäîáóâà÷i çäàòíi ñàìîñòiéíî âèêîíóâàòè òè-
ïîâi çàâäàííÿ, âìiþòü çàñòîñîâóâàòè çíàííÿ, âìiííÿ i íàâè÷êè ó ñòàíäàðòíèõ ñèòóàöiÿõ,
àëå ïðè âèðiøåííi íîâèõ ïðîáëåì ìîæóòü çíàäîáèòèñÿ íåçíà÷íà äîïîìîãà àáî ïiäêàçêè
(êîìïåòåíòíîñòi ñôîðìîâàíi).

Âèñîêèé (òâîð÷èé) ðiâåíü � çäîáóâà÷i ìàþòü ïîâíiñòþ ñôîðìîâàíi êîìïòåíòíîñòi,
çäàòíi àêòèâíî, ñâiäîìî i òâîð÷î çàñòîñîâóâàòè ¨õ ó íàâ÷àëüíié òà ïðîôåñiéíié äiÿëüíî-
ñòi.

Çàóâàæèìî, ùî ¹ áàãàòî äîñëiäæåíü, ïðèñâÿ÷åíèõ ïîáóäîâi ïåäàãîãi÷íèõ ìîäåëåé
ôîðìóâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ êîìïåòåíòíîñòåé ôàõiâöiâ êîíêðåòíèõ¨ ãàëóçåé. Íàïðèêëàä,
ñòàòòÿ [1] ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâi ïåäàãîãi÷íî¨ ìîäåëi ôîðìóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ óìiíü i íà-
âè÷îê ðîáîòè ç âèäàâíè÷îþ ñèñòåìîþ LATEX ó ìàéáóòíiõ áàêàëàâðiâ ìàòåìàòèêè, ÿêà
 ðóíòó¹òüñÿ íà ïîåòàïíîìó ðîçâèòêó ìîòèâàöi¨, ïðàêòè÷íî¨ äiÿëüíîñòi òà ðåôëåêñi¨. Â
ñòàòòi [2] ðîçðîáëåíà ïåäàãîãi÷íà ìîäåëü ôîðìóâàííÿ åíåðãîåôåêòèâíî¨ êîìïåòåíòíîñòi
ìàéáóòíiõ êâàëiôiêîâàíèõ ðîáiòíèêiâ áóäiâåëüíî¨ ãàëóçi, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç öiëüîâîãî,
ìåòîäîëîãi÷íîãî, çìiñòîâîãî, íàâ÷àëüíî-ìîäåëüîâàíîãî òà ðåçóëüòàòèâíî-îöiíþâàëüíîãî
áëîêiâ. À â [11] çàïðîïîíîâàíî ïåäàãîãi÷íó ìîäåëü ôîðìóâàííÿ ïðîôåñiéíèõ êîìïåòåíò-
íîñòåé þðèñòà ÷åðåç äiÿëüíiñòíèé ïiäõiä. Ïðîòå çàçíà÷åíi ìîäåëi íå îïèñóþòü ÷àñîâó
äèíàìiêó ïåðåõîäiâ ìiæ ðiâíÿìè ñôîðìîâàíîñòi êîìïåòåíòíîñòåé. Ó çâ'ÿçêó ç öèì àêòó-
àëüíîþ ¹ çàäà÷à ìàòåìàòè÷íî¨ ôîðìàëiçàöi¨ ïåäàãîãi÷íî¨ ìîäåëi äèíàìiêè ôîðìóâàííÿ
êîìïåòåíòíîñòåé ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ ç óðàõóâàííÿì ïðîãðåñèâíèõ i ðåãðåñèâíèõ ïåðå-
õîäiâ ìiæ ðiâíÿìè ¨õ ñôîðìîâàíîñòi íà îñíîâi ìåòîäó àíàëîãié ç êîìïàðòìåíòíèìè òà
åïiäåìiîëîãi÷íèìè ìîäåëÿìè.

Ìåòà ñòàòòi: ïîáóäóâàòè ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äèíàìiêè ôîðìóâàííÿ êîìïåòåí-
òíîñòåé ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ âiäïîâiäíî äî ðiâíiâ ¨õ ñôîðìîâàíîñòi òà çäiéñíèòè àíàëiç
öi¹¨ ìîäåëi, çîêðåìà, äîñëiäèòè îáìåæåíiñòü, iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷ó
Êîøi.

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

3.1. Ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Ó êîíòåêñòi öi¹¨ ðîáîòè âèêîðèñòîâó¹-
òüñÿ àíàëîãiÿ ìiæ:

- ïîøèðåííÿì iíôåêöié àáî iíôîðìàöi¨;
- ôîðìóâàííÿì êîìïåòåíòíîñòåé ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ.
Ó êîìïàðòìåíòíèõ ìîäåëÿõ ïîïóëÿöiÿ ïîäiëÿ¹òüñÿ íà ïiäãðóïè, ìiæ ÿêèìè âiäáó-

âàþòüñÿ ïåðåõîäè ç ïåâíîþ iíòåíñèâíiñòþ. Àíàëîãi÷íî, ó íàâ÷àëüíîìó ïðîöåñi ñòóäåíòè
ìîæóòü ïåðåáóâàòè íà ðiçíèõ ðiâíÿõ ñôîðìîâàíîñòi êîìïåòåíòíîñòåé òà ïåðåõîäèòè ìiæ
íèìè ïiä âïëèâîì íàâ÷àëüíèõ, ìîòèâàöiéíèõ i ñîöiàëüíèõ ÷èííèêiâ.

Öåé ïiäõiä äîçâîëÿ¹:
1) ÷iòêî ôîðìàëiçóâàòè ïåäàãîãi÷íi ïðèïóùåííÿ;
2) îòðèìàòè áàëàíñíi ñïiââiäíîøåííÿ;
3) çàáåçïå÷èòè ìàòåìàòè÷íó êîðåêòíiñòü ìîäåëi.
Çàóâàæèìî, ùî ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé ¹ ïîåòàïíèì i íåîäíîðiäíèì.

Öå çóìîâëþ¹ äîöiëüíiñòü âèäiëåííÿ êiëüêîõ êîìïàðòìåíòiâ.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N(t) � êiëüêiñòü çäîáóâà÷iâ îñâiòè ó ìîìåíò ÷àñó t ≥ 0, ÿêi

ïðîõîäÿòü íàâ÷àííÿ âiäïîâiäíî äî äàíî¨ ïåäàãîãi÷íî¨ ìîäåëi. Íåõàé

• E(t) � êiëüêiñòü çäîáóâà÷iâ, ÿêi ïåðåáóâàþòü íà åòàïi ïåðâèííî¨ ìîòèâàöi¨ òà
îçíàéîìëåííÿ ç íàâ÷àëüíèì ìàòåðiàëîì, ôàêòè÷íî íå âîëîäiþòü âiäïîâiäíèìè
êîìïòåíòíîñòÿìè (Entry level � âõiäíèé ðiâåíü);
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• L(t) � êiëüêiñòü çäîáóâà÷iâ ç íèçüêèì (ïî÷àòêîâèì) ðiâíåì ñôîðìîâàíîñòi êîì-
ïåòåíòíîñòåé (Low level � íèçüêèé ðiâåíü);

• M(t) � êiëüêiñòü çäîáóâà÷iâ ç ñåðåäíiì (ðåïðîäóêòèâíèì) ðiâíåì ñôîðìîâàíîñòi
êîìïåòåíòíîñòåé (Medium level � ñåðåäíié ðiâåíü);

• S(t) � êiëüêiñòü çäîáóâà÷iâ ç äîñòàòíiì (êîíñòðóêòèâíèì) ðiâíåì ñôîðìîâàíîñòi
êîìïåòåíòíîñòåé (Su�cient level � äîñòàòíié ðiâåíü);

• H(t)� êiëüêiñòü çäîáóâà÷iâ ç âèñîêèì (òâîð÷èì) ðiâíåì ñôîðìîâàíîñòi êîìïòåíò-
íîñòåé (High level � âèñîêèé ðiâåíü).

Òîäi

N(t) = E(t) + L(t) +M(t) + S(t) +H(t).

Âñi öi ôóíêöi¨ ââàæàþòüñÿ íåâiä'¹ìíèìè i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè íà [0,+∞).
Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî çäîáóâà÷i îñâiòè ïîñòóïîâî ïåðåõîäÿòü âiä íèæ÷èõ ðiâíiâ ñôîð-

ìîâàíîñòi êîìïåòåíòíîñòåé äî âèùèõ ó ïðîöåñi íàâ÷àííÿ. Ç óðàõóâàííÿì ïiäõîäiâ, çà-
ïðîïîíîâàíèõ ó [5], ââàæà¹ìî, ùî øâèäêiñòü ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ ìiæ ðiâíÿìè ïiäãîòîâ-
êè çàëåæèòü íå ëèøå âiä ¨õ ïîòî÷íîãî ñòàíó, à é âiä âçà¹ìîäi¨ ç áiëüø ïiäãîòîâëåíèìè
çäîáóâà÷àìè. Òàêà âçà¹ìîäiÿ âiäîáðàæà¹ åôåêòè êîëåêòèâíîãî íàâ÷àííÿ, êîíñóëüòàöié,
íàñòàâíèöòâà òà ñïiëüíî¨ ðîáîòè. Âiäïîâiäíî ââåäåìî òàêi äîäàòêîâi ïàðàìåòðè:

• Λ � iíòåíñèâíiñòü âõiäíîãî ïîòîêó çäîáóâà÷iâ îñâiòè, ÿêi ðîçïî÷èíàþòü íàâ÷àííÿ
âiäïîâiäíî äî ïåäàãîãi÷íî¨ ìîäåëi (êiëüêiñòü îñiá çà îäèíèöþ ÷àñó);

• α � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi êîíòàêòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç ðiâíÿ
E äî ðiâíÿ L, òîáòî êîåôiöi¹íò êîíòàêòíî¨ êîíâåðñi¨ ìiæ âõiäíèì E i íèçüêèì
L ðiâíÿìè, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ ñîöiàëüíî çóìîâëåíèé ïåðåõiä çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç
ðiâíÿ E äî ðiâíÿ L âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ç iíøèìè ó÷àñíèêàìè íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó
(öåé êîåôiöi¹íò ¹ àíàëîãîì êî¹ôiöi¹íòà çàðàæåííÿ â SIR-ìîäåëÿõ);

• β � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç âõiäíîãî
ðiâíÿ E äî ñåðåäíüîãî M ;

• γ1 � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç íèçü-
êîãî ðiâíÿ L äî ñåðåäíüîãî M ;

• γ2 � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç ñåðå-
äíüîãî ðiâíÿ M äî íèçüêîãî L;

• δ1 � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç ñåðå-
äíüîãî M ðiâíÿ äî äîñòàòíüîãî S áåç æîäíèõ êîíòàêòiâ;

• δ2 � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç ñåðå-
äíüîãî ðiâíÿ M äî âèñîêîãî H;

• δ3 � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç äîñòà-
òíüîãî ðiâíÿ S äî ñåðåäíüîãî M áåç æîäíèõ êîíòàêòiâ;

• θ1 � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç äîñòà-
òíüîãî ðiâíÿ S äî âèñîêîãî H;

• θ2 � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi áåçêîíòàòíîãî ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç âèñî-
êîãî ðiâíÿ H äî äîñòàòíüîãî S áåç æîäíèõ êîíòàêòiâ;

• σ � êîåôiöi¹íò iíòåíñèâíîñòi âèáóòòÿ çäîáóâà÷iâ îñâiòè ç íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó
íà áóäü-ÿêîìó åòàïi.

Íà ðèñóíêó 1 çîáðàæåíî ñõåìó, ÿêà iëþñòðó¹ äàíó ìîäåëü. Òàêèé ïîäië áåçïîñå-
ðåäíüî âiäîáðàæà¹ ëîãiêó ïåäàãîãi÷íî¨ ìîäåëi òà äîçâîëÿ¹ âðàõóâàòè ÿê ïðîãðåñ, òàê i
ìîæëèâèé ðåãðåñ ó íàâ÷àííi.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ìîäåëi äèíàìiêè ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé

×èñåëüíiñòü çäîáóâà÷iâ âõiäíîãî ðiâíÿ çðîñòà¹ çà ðàõóíîê ïðèïëèâó íîâèõ çäîáóâà-
÷iâ Λ. Çìåíøåííÿ öi¹¨ ãðóïè âiäáóâà¹òüñÿ âíàñëiäîê äâîõ îñíîâíèõ ïðîöåñiâ. Ïî-ïåðøå,
÷àñòèíà çäîáóâà÷iâ ïåðåõîäèòü äî íèçüêîãî ðiâíÿ L óíàñëiäîê ñîöiàëüíî çóìîâëåíî¨ âçà-
¹ìîäi¨ ç iíøèìè çäîáóâà÷àìè, ùî îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíèì êîíòàêòíèì ÷ëåíîì αEL. Ïî-
äðóãå, çäîáóâà÷i ìîæóòü áåçêîíòàêòíî ïåðåõîäèòè áåçïîñåðåäíüî äî ñåðåäíüîãî ðiâíÿ M
ç êîåôiöi¹íòîì iíòåíñèâíîñòi β, ùî âiäïîâiäà¹ iíäèâiäóàëüíîìó çàñâî¹ííþ íàâ÷àëüíîãî
ìàòåðiàëó. Êðiì òîãî, âðàõîâó¹òüñÿ ïðèïèíåííÿ íàâ÷àííÿ ç êîåôiöi¹íòîì σ. Îòæå, çìiíà
êiëüêîñòi çäîáóâà÷iâ âõiäíîãî ðiâíÿ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

dE

dt
= Λ− αEL− (β + σ)E.

Ãðóïà çäîáóâà÷iâ ç íèçüêèì ðiâíåì L ïîïîâíþ¹òüñÿ çà ðàõóíîê êîíòàêòíîãî ïåðå-
õîäó ç ðiâíÿ E òà áåçêîíòàêòíîãî ïåðåõîäó ç ðiâíÿ M ç êîåôiöi¹íòàìè iíòåíñèâíîñòi α i
γ2 âiäïîâiäíî. Çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi öi¹¨ ãðóïè çóìîâëåíå áåçêîíòàêòíèì ïåðåõîäîì äî
ñåðåäíüîãî ðiâíÿ M ç êîåôiöi¹íòîì iíòåíñèâíîñòi γ1 òà ïðèïèíåííÿì íàâ÷àííÿ. Òàêèì
÷èíîì, çìiíà êiëüêîñòi íèçüêîãî ðiâíÿ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

dL

dt
= αEL+ γ2M − (γ1 + σ)L.

×èñåëüíiñòü çäîáóâà÷iâ ñåðåäíüîãî ðiâíÿ M çáiëüøó¹òüñÿ çà ðàõóíîê áåçêîíòà-
êòíèõ ïåðåõîäiâ ç ðiâíiâ E, L òà S ç êîåôiöi¹íòàìè β, γ1 i δ3 âiäïîâiäíî. Çìåíøåííÿ
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öi¹¨ ãðóïè ïîâ'ÿçàíå ç ïåðåõîäàìè äî íèçüêîãî, äîñòàòíüîãî òà âèñîêîãî ðiâíiâ ç êîåôi-
öi¹íòàìè γ2,δ1 i δ2, à òàêîæ ç ïðèïèíåííÿì íàâ÷àííÿ. Îòæå,

dM

dt
= βE + γ1L+ δ3S − (γ2 + δ1 + δ2 + σ)M.

Ðiâåíü S ôîðìó¹òüñÿ âíàñëiäîê ïåðåõîäó çäîáóâà÷iâ iç ñåðåäíüîãî ðiâíÿ ç iíòåí-
ñèâíiñòþ δ1, à òàêîæ çà ðàõóíîê çâîðîòíîãî ïåðåõîäó ç âèñîêîãî ðiâíÿ H ç êîåôiöi¹íòîì
θ2. Çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi öi¹¨ ãðóïè çóìîâëåíå ïåðåõîäîì äî âèñîêîãî òà ñåðåäíüîãî
ðiâíiâ ç êîåôiöi¹íòàìè θ1 i δ3, òà ïðèïèíåííÿì íàâ÷àííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

dS

dt
= δ1M + θ2H − (δ3 + θ1 + σ)S.

Âèñîêèé ðiâåíü H ôîðìó¹òüñÿ çà ðàõóíîê ïåðåõîäiâ iç ñåðåäíüîãî òà äîñòàòíüîãî
ðiâíiâ ç êîåôiöi¹íòàìè δ2 òà θ1 âiäïîâiäíî. Çìåíøåííÿ ÷èñåëüíîñòi öi¹¨ ãðóïè âiäáóâà¹-
òüñÿ âíàñëiäîê çâîðîòíîãî ïåðåõîäó äî ðiâíÿ S òà ïðèïèíåííÿ íàâ÷àííÿ. Òîáòî ìà¹ìî
ðiâíÿííÿ

dH

dt
= δ2M + θ1S − (θ2 + σ)H.

Îòæå, äèíàìiêà ôîðìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé âiäïîâiäíî äî âèçíà÷åíèõ ðiâíiâ îïè-
ñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü:

dE

dt
= Λ− αEL− (β + σ)E,

dL

dt
= αEL+ γ2M − (γ1 + σ)L,

dM

dt
= βE + γ1L+ δ3S − (γ2 + δ1 + δ2 + σ)M,

dS

dt
= δ1M + θ2H − (δ3 + θ1 + σ)S,

dH

dt
= δ2M + θ1S − (θ2 + σ)H.

(1)

3.2. Çàäà÷à Êîøi: îáìåæåíiñòü, iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó.
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ñèñòåìè (1) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

E(0) = E0, L(0) = L0, M(0) = M0, S(0) = S0, H(0) = H0, (2)

äå
E0, L0,M0, S0, H0 ≥ 0.

Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ðîçâ'ÿçîê

(E(t), L(t),M(t), S(t), H(t)) ∈ C1([0,+∞),R5
+)

çàäà÷i Êîøi (1), (2) ¹ îáìåæåíèì.

Äîâåäåííÿ. Äîäàâøè âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1) i âðàõóâàâøè, ùî N(t) = E(t) + L(t) +
M(t) + S(t) +H(t), îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

dN

dt
= Λ− σN(t)

àáî
dN

dt
+ σN(t) = Λ. (3)
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ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

N(0) = N0 := E0 + L0 +M0 + S0 +H0. (4)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (3), (4) ìà¹ âèãëÿä

N(t) =
Λ

σ
+

(
N0 −

Λ

σ

)
e−σt.

Î÷åâèäíî, ùî

lim
t→+∞

N(t) =
Λ

σ
.

Íåõàé

N0 ≤
Λ

σ
.

Òîäi

0 ≤ N(t) ≤ Λ

σ
äëÿ âñiõ t ≥ 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ N(t) ¹ îáìåæåíîþ äëÿ âñiõ t ≥ 0. Îñêiëüêè
âñi êîìïîíåíòè ðîçâ'ÿçêó íåâiä'¹ìíi i íå ïåðåâèùóþòü N(t), âîíè òàêîæ ¹ îáìåæåíèìè.

□

Òåîðåìà 2. Äëÿ áóäü-ÿêèõ íåâiä'¹ìíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ çàäà÷à Êîøi (1), (2) ìà¹
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(E(t), L(t),M(t), S(t), H(t)) ∈ C1([0,+∞),R5
+).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåïèøåìî ñèñòåìó (1) ó âåêòîðíié ôîðìi

dX

dt
= F (X) := LX +N (X),

äå

X = (E,L,M, S,H)T ,

L =


−(β + σ) 0 0 0 0

0 −(γ1 + σ) γ2 0 0
β γ1 −(γ2 + δ1 + δ2 + σ) δ3 0
0 0 δ1 −(δ3 + θ1 + σ) θ2
0 0 δ2 θ1 −(θ2 + σ)

 ,

à íåëiíiéíèé îïåðàòîð N âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

N (X) =


Λ− αEL
αEL
0
0
0

 .

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè äîðñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð F ¹ ëiïøèöåâèì. Ñïðàâ-
äi, íåõàé

X1 = (E1, L1,M1, S1, H1)
T , X2 = (E2, L2,M2, S2, H2)

T ∈ C1([0,+∞),R5
+).
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Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ

N (X1)−N (X2) =


−α(E1L1 − E2L2)
α(E1L1 − E2L2)

0
0
0

 .

Òîäi
∥N (X1)−N (X2)∥ ≤ 2α |E1L1 − E2L2|.

Ðîçêëàäåìî ðiçíèöþ:

E1L1 − E2L2 = E1(L1 − L2) + L2(E1 − E2).

Òîäi
|E1L1 − E2L2| ≤ E1|L1 − L2|+ L2|E1 − E2|.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ

Ei, Li ≤
Λ

σ
, i = 1, 2,

îäåðæó¹ìî

|E1L1 − E2L2| ≤
Λ

σ

(
|L1 − L2|+ |E1 − E2|

)
.

Îòæå,

∥N (X1)−N (X2)∥ ≤ 2αΛ

σ

(
|E1 − E2|+ |L1 − L2|

)
.

Îñêiëüêè âñi íîðìè â R5 åêâiâàëåíòíi, òî iñíó¹ ñòàëà C1 > 0 òàêà, ùî

|E1 − E2|+ |L1 − L2| ≤ C1∥X1 −X2∥.
Òîìó

∥N (X1)−N (X2)∥ ≤ C∥X1 −X2∥, C =
2αΛ

σ
C1.

Îñêiëüêè îïåðàòîð L ¹ ëiíiéíèì, òî

∥LX1 − LX2∥ ≤ ∥L∥ ∥X1 −X2∥.
Îòæå,

∥F (X1)− F (X2)∥ = ∥LX1 +N (X1)− (LX2 +N (X2))∥ ≤ (∥L∥+ C)∥X1 −X2∥.
Òàêèì ÷èíîì, ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè ¹ ëiïøèöåâîþ, ùî é äîâîäèòü íåîáõiäíå.

□

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, ó ðîáîòi ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äèíàìiêè ôîð-
ìóâàííÿ êîìïåòåíòíîñòåé çäîáóâà÷iâ îñâiòè íà îñíîâi êîìïàðòìåíòíîãî ïiäõîäó. Çàïðî-
ïîíîâàíà ìîäåëü âðàõîâó¹ ïîåòàïíèé õàðàêòåð íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó òà äîçâîëÿ¹ îïèñàòè
ÿê ïðîãðåñèâíi, òàê i ðåãðåñèâíi ïåðåõîäè ìiæ ðiâíÿìè ñôîðìîâàíîñòi êîìïåòåíòíîñòåé.
Ó ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíîãî àíàëiçó âñòàíîâëåíî, ùî ñóìàðíà ÷èñåëüíiñòü çäîáóâà÷iâ îñâi-
òè ¹ îáìåæåíîþ ôóíêöi¹þ ÷àñó, ùî çàáåçïå÷ó¹ êîðåêòíiñòü ìîäåëi ç òî÷êè çîðó ïðè-
êëàäíî¨ iíòåðïðåòàöi¨. Òàêîæ äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ
ïîáóäîâàíî¨ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü íà îñíîâi âëàñòèâîñòi ëiïøèöåâîñòi ïðà-
âî¨ ÷àñòèíè. Çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà ÿê áàçîâà äëÿ ïîäàëüøèõ
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äîñëiäæåíü, çîêðåìà àíàëiçó ñòiéêîñòi ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ, äîñëiäæåííÿ âïëèâó ïàðàìå-
òðiâ òà ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ îñâiòíiì ïðîöåñîì.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Ñåðãié Áàê ¹ ãîëîâíèì ðåäàêòîðîì, à Ãàëèíà Êîâ-
òîíþê ¹ ÷ëåíîì ðåäêîëåãi¨ äàíîãî æóðíàëó. Äëÿ óíèêíåííÿ êîíôëiêòó iíòåðåñiâ, ðóêîïèñ
ïðîéøîâ âiäïîâiäíó ïðîöåäóðó ðåöåíçóâàííÿ íåçàëåæíèìè ðåöåíçåíòàìè, à ïðèéíÿòòÿ
ðiøåííÿ ïðî ïóáëiêàöiþ çäiéñíþâàëîñÿ íåçàëåæíèì ðåäàêòîðîì. Àâòîðè òàêîæ çàÿâëÿ-
þòü ïðî ïîâíå äîòðèìàííÿ âñiõ ïðàâèë åòèêè æóðíàëüíèõ äîñëiäæåíü.

Ïîäÿêè. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáî-
òè.
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Construction and analysis of a mathematical model of the dynamics
of competence formation in the learning process

Serhii Bak, Halyna Kovtoniuk

Abstract. The article proposes a mathematical model describing the dynamics of compe-
tence formation in the educational process. The model is developed based on an analogy
with compartmental and epidemiological approaches and considers �ve levels of competence
development: entry, low, medium, su�cient, and high. Both progressive and regressive transi-
tions between these levels are taken into account, including contact and non-contact interacti-
on mechanisms. The resulting model is formulated as a system of nonlinear ordinary di-
�erential equations that describe the temporal evolution of student groups across di�erent
competence levels. For the proposed system, the corresponding Cauchy problem is analyzed.
In particular, the boundedness of solutions is established, and the existence and uniqueness
of solutions are proved using standard results from the theory of di�erential equations, based
on the Lipschitz continuity of the right-hand side. The developed model provides a formal
framework for describing the competence formation process and can serve as a foundation for
further investigations, including stability analysis, sensitivity analysis of model parameters,
and optimal control of the educational process.

Keywords: mathematical modeling, competence formation, compartmental models, epi-
demiological models, Cauchy problem, existence and uniqueness of the solution.
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