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Àíîòàöiÿ. Ó ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ïiâëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿ-
ííÿ íà ïðîñòîìó çâ'ÿçíîìó îði¹íòîâàíîìó ãðàôi. Âèçíà÷åíî ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i
ó âiäïîâiäíèõ ôóíêöiéíèõ ïðîñòîðàõ òà íàâåäåíî óìîâè íåïåðåðâíîñòi é ñïðÿæåííÿ ó
âóçëàõ ãðàôà. Äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ, ìiøàíà çà-
äà÷à, çâ'ÿçíèé îði¹íòîâàíèé ãðàô, ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê.

1. Âñòóï

Íåõàé M,n ∈ N � äåÿêi ÷èñëà, G � äåÿêèé ïðîñòèé çâ'ÿçíèé îði¹íòîâàíèé ãðàô
iç âåðøèíàìè Pj (j = 1,M) òà ðåáðàìè Ωi (i = 1, n). Ïàðàìåòðèçó¹ìî êîæíå ðåáðî Ωi

iíòåðâàëîì (0, ℓi) (òîáòî, äëÿ çðó÷íîñòi, íåõàé Ωi := (0, ℓi), äå i = 1, n).
Íåõàé J−

j òà J+
j � öå ìíîæèíè óñiõ íîìåðiâ ðåáåð, ùî, âiäïîâiäíî, âõîäÿòü ó âåðøè-

íó Pj òà âèõîäÿòü iç íå¨ (äèâ. [1], [2]), j = 1,M . Òóò âõiä òà âèõiä ç âåðøèíè îáóìîâëåíî
ïàðàìåòðèçàöi¹þ ðåáåð. Íàïðèêëàä, äëÿ ãðàôà ç Ðèñ. 1 ìà¹ìî J−

1 = ∅, J+
1 = {1, 3, 4}

òîùî.
Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ íà ãðàôàõ îïèñóþòü áàãàòî âàæëèâèõ ïðîöåñiâ îòî÷óþ-

÷î¨ äiéñíîñòi. Çîêðåìà, ó ñó÷àñíèõ äîñëiäæåííÿõ ïiâëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè âèñòó-
ïàþòü öåíòðàëüíèì iíñòðóìåíòîì äëÿ ìîäåëþâàííÿ ñêëàäíèõ ïðîöåñiâ ðåàêöi¨-äèôóçi¨.
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Â ñòàòòi [3] äåòàëüíî ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíîêîìïîíåíòíà ìîäåëü íà îñíîâi ðiâíÿííÿ Çåëü-
äîâè÷à, ùî ¹ ïàðàáîëi÷íèì ðiâíÿííÿì âèäó

∂u

∂t
= D∆u+R(u),

äå ìîëîäøèé íåëiíiéíèé ÷ëåí R(u) = Ku2(1−u) îïèñó¹ øâèäêiñòü õiìi÷íî¨ ðåàêöi¨, à ïà-
ðàìåòð K âèçíà÷à¹ iíòåíñèâíiñòü ïåðåòâîðåííÿ ðå÷îâèíè. Òàêå ôîðìóëþâàííÿ ¹ iäåéíî
áëèçüêèì äî çàäà÷i, ùî äîñëiäæó¹òüñÿ â íàøié ïðàöi, äå íåëiíiéíiñòü âèçíà÷à¹ âíóòði-
øíþ äèíàìiêó ñèñòåìè. Âiäïîâiäíi ìîäåëi äîçâîëÿþòü ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ îïèñóâàòè
äèíàìiêó êîíöåíòðàöi¨ õiìi÷íèõ ðå÷îâèí, ïðîöåñè ãîðiííÿ, à òàêîæ ïðîöåñè ïîøèðåííÿ
íåðâîâèõ iìïóëüñiâ ó áiîëîãi÷íèõ ìåðåæàõ.

P1

P2 P3

P4

Ω1

Ω2

Ω 3

Ω4

Ω5

Ðèñ. 1. Ïðèêëàä ãðàôà.

Ðîçâèòîê òåîði¨ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü íà ãðàôàõ òàêîæ òiñíî ïîâ'ÿçàíèé iç íîâiòíi-
ìè âèêëèêàìè â àíàëiçi äàíèõ òà îáðîáöi ñèãíàëiâ. ßê çàçíà÷åíî ó [4, ñ. 4-5], äèôåðåíöi-
àëüíi ìåòîäè íà ãðàôàõ ¹ îñíîâîþ äëÿ íåëîêàëüíî¨ ñåãìåíòàöi¨ çîáðàæåíü òà àëãîðèòìiâ
ìàøèííîãî íàâ÷àííÿ íà ñêëàäíèõ ìåðåæåâèõ ñòðóêòóðàõ. Çàñòîñóâàííÿ âàðiàöiéíèõ ïiä-
õîäiâ äî ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ äîçâîëÿ¹ åôåêòèâíî ìîäåëþâàòè äèôóçiþ iíôîðìàöi¨ òà
äèíàìiêó âçà¹ìîäi¨ âóçëiâ ó ñîöiàëüíèõ i òåõíîëîãi÷íèõ ìåðåæàõ.

Ó ïðàöi [5] ðîçãëÿíóòî äåÿêi âëàñòèâîñòi äèíàìi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi îïèñóþòüñÿ ðiâ-
íÿííÿìè ïàðàáîëi÷íîãî é ãiïåðáîëi÷íîãî òèïiâ íà ãðàôàõ. Çîêðåìà, äëÿ ðiâíÿííÿ òåïëî-
ïðîâiäíîñòi

∂u

∂t
− σ2∂

2u

∂x2
= 0

íà ãðàôàõ-äåðåâàõ àâòîðàìè äîâåäåíî çäàòíiñòü ïåðåâåñòè ñèñòåìó ç áóäü-ÿêîãî ïî÷à-
òêîâîãî ñòàíó â íóëüîâèé çà äîâiëüíèé iíòåðâàë ÷àñó τ > 0. Äëÿ ðîçãëÿäó ïðåäñòàâ-
ëåíà çàäà÷à, äå ãðàíè÷íå êåðóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ÷åðåç óìîâè Äiðiõëå, çàñòîñîâàíi äî
ãðàíè÷íèõ âóçëiâ ãðàôà, ùî ìà¹ çíà÷åííÿ äëÿ ïðî¹êòóâàííÿ òà ñòàáiëiçàöi¨ ãíó÷êèõ
áàãàòîëàíêîâèõ iíæåíåðíèõ êîíñòðóêöié, çàáåçïå÷óþ÷è òåîðåòè÷íó áàçó äëÿ óïðàâëií-
íÿ êâàíòîâèìè ïðîöåñàìè ó íàíîñòðóêòóðàõ, äå òîïîëîãiÿ çâ'ÿçêiâ âèçíà÷à¹ äèíàìi÷íi
âëàñòèâîñòi âñi¹¨ ñèñòåìè.

Àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåííÿ ïiäñèëþ¹òüñÿ ïîòðåáàìè ñó÷àñíî¨ íàóêè ïðî äàíi. Ñòà-
òòÿ [6] ïiäêðåñëþ¹ âàæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü íà ãðàôàõ äëÿ îïèñó
íåëîêàëüíî¨ äèíàìiêè âåëèêèõ ìàñèâiâ äàíèõ. Çàäà÷i äëÿ ïiâëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ íàìè, ðîçøèðþþòü iñíóþ÷èé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, äîçâîëÿþ-
÷è âðàõîâóâàòè ñêëàäíi âíóòðiøíi âçà¹ìîäi¨ â ìåðåæàõ, ùî íåìîæëèâî â ìåæàõ êëàñè-
÷íèõ åâêëiäîâèõ ìîäåëåé. Âiäïîâiäíî ðîçðîáêà ìåòîäiâ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
òàêèõ çàäà÷ ¹ íåîáõiäíèì êðîêîì äëÿ ñòâîðåííÿ íàäiéíèõ àëãîðèòìiâ ìîäåëþâàííÿ åâî-
ëþöiéíèõ ïðîöåñiâ íà ñêëàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ñòðóêòóðàõ.
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Ó öié ñòàòòi ìè ðîçãëÿíåìî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ íà ãðàôi
G. Ïîêàæåìî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i. Âiäïîâiäíi ìiøàíi çàäà÷i äëÿ
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü íà ãðàôàõ ðîçãëÿíóòî â [1] òà [2].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé T > 0, ℓi > 0, Ωi = (0, ℓi), Q
i
0,T = Ωi × (0, T ), i = 1, n. Òóò øóêàòèìåìî

ôóíêöiþ u = (u1, . . . , un) òàêó, ùî ui : Qi
0,T → R, i = 1, n. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

ui
t − ai ui

xx + gi|ui|q−2ui = f i(x, t), (x, t) ∈ Qi
0,T , i = 1, n, (1)

ç âiäïîâiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè
uk(ℓk, t) = ud(ℓd, t) = ur(0, t) = us(0, t), k, d ∈ J−

j , r, s ∈ J+
j ,∑

k∈J−
j

uk
x(ℓk, t)−

∑
r∈J+

j

ur
x(0, t) = 0,

j = 1,M, t ∈ (0, T ), (2)

òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

ui(x, 0) = ui
0(x), x ∈ Ωi, i = 1, n, (3)

äå ai, gi > 0 òà q > 1 � äåÿêi ÷èñëà, f i : Qi
0,T → R òà ui

0 : Ωi → R � äåÿêi ôóíêöi¨, i = 1, n.
Ââåäåìî íåîáõiäíi ïîçíà÷åííÿ:

Ω := Ω1 × . . .× Ωn, Q0,T := Q1
0,T × . . .×Qn

0,T , (4)

V1 :=
{
v ∈ H1(Ω1)× . . .×H1(Ωn)

∣∣∣
vk(ℓk) = vd(ℓd) = vr(0) = vs(0), k, d ∈ J−

j , r, s ∈ J+
j , j = 1,M

}
, (5)

V2 := H2(Ω1)× . . .×H2(Ωn), Y := Lq(Ω1)× . . .× Lq(Ωn), (6)

H := L2(Ω1)× . . .× L2(Ωn), V = V1 ∩ Y. (7)

Òóò V1 òà H ¹ ãiëüáåðòîâèìè ïðîñòîðàìè ç íîðìàìè

||v||V1 :=
( n∑

i=1

||vi||2H1(Ωi)

)1/2

, |v|H ≡ ||v||H :=
( n∑

i=1

||vi||2L2(Ωi)

)1/2

, (8)

âiäïîâiäíî. Çðîçóìiëî, ùî

||v||2V1
=

n∑
i=1

||vi||2H1(Ωi)
=

n∑
i=1

(
||vix||2L2(Ωi)

+ ||vi||2L2(Ωi)

)
= |vx|2H + |v|2H . (9)

Òóò i äàëi vx = (v1x, . . . , v
n
x). Ïðîñòið Y ðîçãëÿäàòèìåìî ç íîðìîþ

||v||Y =
( n∑

i=1

ℓi∫
0

|vi(x)|q dx
)1/q

, v = (v1, . . . , vn). (10)

Öåé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì ïðè q ≥ 1, à çà óìîâè q > 1 âií ¹ ðåôëåêñèâíèì.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî V ⟲ H, òîáòî ïðîñòið V ùiëüíî é íåïåðåðâíî âêëàäåíèé

â H (äèâ. [1, ñ. 3]). Òîäi îòðèìà¹ìî V ⟲ H ∼= H∗ ⟲ V ∗ (äèâ. [7, ñ. 232-233] äëÿ áiëüø
äåòàëüíî¨ iíôîðìàöi¨).
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Àíàëîãi÷íî äî ïðîñòîðó Y ç (6) ââåäåìî ïðîñòið

Y(Q0,T ) := Lq(Q1
0,T )× . . .× Lq(Qn

0,T ), (11)

ç íîðìîþ

||u;Y(Q0,T )|| =
( n∑

i=1

||ui;Lq(Qi
0,T )||q

)1/q

=
( n∑

i=1

∫
Qi

0,T

|ui(x, t)|q dxdt
)1/q

.

Ñïðÿæåíèì äî Y ¹ ïðîñòið

Y ∗ = Lq′(Ω1)× . . .× Lq′(Ωn), (12)

à äî Y(Q0,T ) � ïðîñòið Y∗(Q0,T ) = Lq′(Q1
0,T ) × . . . × Lq′(Qn

0,T ), äå q′ > 1 � ñïðÿæåíèé äî

q > 1 ïîêàçíèê, òîáòî ÷èñëî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
1

q
+

1

q′
= 1. Çðîçóìiëî, ùî

q′ =
q

q − 1
. (13)

Íåõàé
U(Q0,T ) = L2(0, T ;V1) ∩ Y(Q0,T ). (14)

Íàäiëèìî öåé ïðîñòið ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ ïåðåòèíó áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

||u;U(Q0,T )|| = ||u;L2(0, T ;V1)||+ ||u;Y(Q0,T )||.
Ñïðÿæåíèì äî U(Q0,T ) ¹ ïðîñòið U∗(Q0,T ) = L2(0, T ;V ∗

1 ) + Y∗(Q0,T ). Ìîæíà ïîêàçàòè,
ùî ïðîñòið

W (Q0,T ) := {u ∈ U(Q0,T ) | ut ∈ U∗(Q0,T )} (15)

¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ

||u;W (Q0,T )|| = ||u;U(Q0,T )||+ ||ut;U
∗(Q0,T )||.

Êðiì òîãî, C1([0, T ];V ) ¹ ùiëüíèì ó W (Q0,T ), W (Q0,T ) ⊂ C([0, T ];H) é âèêîíó¹òüñÿ
íàñòóïíà ôîðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

t2∫
t1

⟨ut(t),v(t)⟩V dt = (u(t2),v(t2))H − (u(t1),v(t1))H −
t2∫

t1

⟨vt(t),u(t)⟩V dt, (16)

äå 0 ≤ t1 < t2 ≤ T òà u,v ∈ W (Q0,T ). Çðîçóìiëî, ùî ïðè v = u ç (16) âèïëèâà¹, ùî

t2∫
t1

⟨ut(t),u(t)⟩V dt =
1

2
|u(t2)|2H − 1

2
|u(t1)|2H . (17)

Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè A : V1 → V ∗
1 òà N : Y → Y ∗ òàê:

⟨Az,v⟩V1 =
n∑

i=1

ℓi∫
0

aizix(x)v
i
x(x) dx, z,v ∈ V1, (18)

⟨Nh,y⟩Y =
n∑

i=1

ℓi∫
0

gi|hi(x)|q−2hi(x)yi(x) dx, h,y ∈ Y, (19)

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè.
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(A): ai > 0, i = 1, n; a0 := min{a1, . . . , an}, a0 := max{a1, . . . , an};
(G): gi > 0, i = 1, n; g0 := min{g1, . . . , gn}, g0 := max{g1, . . . , gn};
(F): f := (f 1, . . . , fn) ∈ L2(0, T ;H), äå H âçÿòî ç (7);
(U): u0 := (u1

0, . . . , u
n
0 ) ∈ H.

Îçíà÷åííÿ 1. Âåêòîð-ôóíêöiÿ u ∈ W (Q0,T ), íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çà-
äà÷i (1)-(3), ÿêùî äëÿ âñiõ v ∈ U(Q0,T ) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

T∫
0

⟨ut(t) + Au(t) +Nu(t),v(t)⟩V dt =

T∫
0

(f(t),v(t))H dt, (20)

à òàêîæ u çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

u(0) = u0. (21)

Çàóâàæåííÿ 2. Òå, ùî ðîçãëÿíóòèé íàìè ãðàô G ¹ îði¹íòîâàíèì, äîçâîëÿ¹ íàì çàïèñó-
âàòè êðàéîâi óìîâè (2) ó çðó÷íiøîìó äëÿ íàñ âèãëÿäi. Îòðèìàíi òóò ðåçóëüòàòè ïåðå-
íîñÿòüñÿ íà âèïàäîê íåîði¹íòîâàíèõ ãðàôiâ, áî äîâåäåííÿ òåîðåì iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(2) íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó âèáîðó òàêî¨ îði¹íòàöi¨.

3. Äîïîìiæíi ôàêòè

Ðîçiá'¹ìî öåé ïiäðîçäië íà êiëüêà ÷àñòèí.

3.1. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Íåõàé
d ∈ N,Q = (0, T )×Rm. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó âiäøóêàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó φ : [0, T ] → Rm

òàêî¨ çàäà÷i Êîøi:

φ′(t) + L(t, φ(t)) = M(t), t ∈ [0, T ], φ(0) = φ0, (22)

äå L : Q → Rm òà M : [0, T ] → Rm � äåÿêi ôóíêöi¨ (äëÿ çðó÷íîñòi ïðèïóñêà¹ìî, ùî
L(t, 0) = 0 äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ]), φ0 = (φ0

1, . . . , φ
0
d) ∈ Rm.

Íåõàé m ∈ N, p ∈ [1,∞], X � áàíàõiâ ïðîñòið, Wm,p(0, T ;X) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà-
Áîõíåðà (äèâ. [8, ñ. 286]). Íàãàäà¹ìî êiëüêà ïîíÿòü.

Îçíà÷åííÿ 3. Âåêòîð-ôóíêöiÿ φ ∈ W 1,1(0, T ;Rm) íàçèâà¹òüñÿ ãëîáàëüíèì ñëàáêèì
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (22), ÿêùî φ çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó ç (22) òà çàäîâîëüíÿ¹ ñè-
ñòåìó ç (22) ìàéæå äëÿ âñiõ (ì.ä.â.) t ∈ (0, T ).

Îçíà÷åííÿ 4. Âåêòîð-ôóíêöiÿ L : Q → Rm çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàðàòåîäîði, ÿêùî: äëÿ
âñiõ (ä.â.) ζ ∈ Rm ôóíêöiÿ (0, T ) ∋ t 7→ L(t, ζ) ∈ Rm ¹ âèìiðíîþ; ì.ä.â. t ∈ (0, T ) ôóíêöiÿ
Rm ∋ ζ 7→ L(t, ζ) ∈ Rm ¹ íåïåðåðâíîþ.

Îçíà÷åííÿ 5. Âåêòîð-ôóíêöiÿ L : Q → Rm çàäîâîëüíÿ¹ Lp-óìîâó Êàðàòåîäîði, ÿêùî
âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Êàðàòåîäîði òà ä.â. R > 0 iñíó¹ ôóíêöiÿ hR ∈ Lp(0, T ) òàêà, ùî

|L(t, ζ)|Rm ≤ hR(t) (23)

ì.ä.â. t ∈ (0, T ) òà ä.â. ζ ∈ DR := {y ∈ Rm | |y|Rm ≤ R}.

Òâåðäæåííÿ 6 (òåîðåìà Êàðàòåîäîði-Ëàñàëëÿ, äèâ. [9] òà òåîðåìó 3.24, [10], ñ. 872).
Íåõàé p ≥ 2, ôóíêöiÿ L : Q → Rm çàäîâîëüíÿ¹ Lp-óìîâó Êàðàòåîäîði, M ∈ Lp(0, T ;Rm),
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φ0 ∈ Rm. ßêùî iñíóþòü íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ α, β ∈ L1(0, T ) òàêi, ùî ä.â. ξ ∈ Rm òà
ì.ä.â. t ∈ [0, T ] âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

(L(t, ξ), ξ)Rm ≥ −α(t)|ξ|2Rm − β(t), (24)

òî çàäà÷à (22) ìà¹ ãëîáàëüíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê φ ∈ W 1,p(0, T ;Rm).

3.2. Äîïîìiæíi íåðiâíîñòi. Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ ¹ âiäîìèìè. Äëÿ çðó÷íîñòi íà-
âåäåìî ¨õ äîâåäåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 7 (íåðiâíiñòü Ïóàíêàðå íà ãðàôàõ, Ëåìà 1 [1], c. 4). Iñíó¹ ñòàëà C1 > 0
òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî z ∈ V1 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|zx|2H +
( n∑

i=1

ℓi∫
0

zi(x) dx
)2

≥ C1|z|2H . (25)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî íåõàé äëÿ êîæíîãî C1 > 0 iñíó¹ òàêå
z ≡ zC1 ∈ V1, ùî

|zx|2H +
( n∑

i=1

ℓi∫
0

zi(x) dx
)2

< C1|z|2H .

Âiçüìåìî C1 =
1

k2
òà ïîçíà÷èìî zk := zC1 , vk :=

zk

|zk|H
, k ∈ N. Òåïåð |vk|H = 1 òà

|vk
x|2H +

( n∑
i=1

ℓi∫
0

vk,i(x) dx
)2

<
1

k2
.

Çâiäñè âèïëèâàþòü òàêi iìïëiêàöi¨:

|vk|H = 1 =⇒ {vk}H îáìåæåíà â H, (26)

|vk
x|H <

1

k2
=⇒ {vk

x}H îáìåæåíà â H, (27)

vk
x −→
k→∞

(0, . . . , 0) â H, (28)

∣∣∣ n∑
i=1

ℓi∫
0

vk,i(x) dx
∣∣∣ < 1

k
=⇒

n∑
i=1

ℓi∫
0

vk,i(x) dx −→
k→∞

0 â R. (29)

Ç (26) òà (28), âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {vk}k∈N ¹ îáìåæåíîþ ó V1. Êîìïàêòíiñòü

âêëàäåííÿ V1

K

⊂ H îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü òàêà, ùî vkj −→
j→∞

v ñèëüíî â H.

Çâiäñè ñëiäó¹, ùî

|v|H = 1,
n∑

i=1

ℓi∫
0

vi(x) dx = 0. (30)

Êðiì òîãî, çi çáiæíîñòi (28) ìà¹ìî, ùî vx = (0, . . . , 0), ç ÷îãî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
vi ¹ ñòàëèìè äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n}. Ç ïîáóäîâè ïðîñòîðó V1 âèïëèâà¹, ùî âñi öi
êîíñòàíòè ðiâíi, òîáòî v = (β, . . . , β) ∈ Rn. Ç ðiâíîñòi íóëþ iíòåãðàëà â (30), âèïëèâà¹,
ùî v = (0, . . . , 0) ùî ïðîòèði÷èòü ïðèïóùåííþ |v|H = 1. □
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Òâåðäæåííÿ 8 (óçàãàëüíåíà ëåìà Ãðîíóîëà-Áåëìàíà). ßêùî ôóíêöiÿ y ∈ L1(0, T ) çà-
äîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

y(τ) ≤ C +K(τ) + L

τ∫
0

y(t) dt, τ ∈ [0, T ], (31)

ç äåÿêèìè ñòàëèìè C ≥ 0 òà L > 0 i äåÿêîþ ôóíêöi¹þ K(τ) =
∫ τ

0
B(t) dt, τ ∈ [0, T ], äå

b ∈ L1(0, T ), òî âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

y(τ) ≤
(
C +K(τ)

)
eLτ , τ ∈ [0, T ]. (32)

Äîâåäåííÿ. Ç îöiíêè (31) òà âiäîìî¨ ëåìè Ãðîíóîëà-Áåëìàíà (äèâ. [10, ñ. 872]), âèêîðè-
ñòàíî¨ ç ôóíêöi¹þ A(s) ≡ L, âèïëèâà¹ òàêå:

y(τ) ≤
(
C +

τ∫
0

B(t) e
−

t∫
0

A(s) ds
dt
)
e

τ∫
0

A(t) dt
=

(
C +

τ∫
0

B(t) e−Lt dt
)
eLτ ≤

≤
(
C +

τ∫
0

B(t) dt
)
eLτ .

Òîìó (32) äîâåäåíî. □

Ñëiäóþ÷ó ëåìó ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äàëi.

Ëåìà 9. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (G) é îïåðàòîðè A òà N âèçíà÷åíî çãiäíî ç
(18)-(19). Ïðèïóñòèìî, ùî {wj}j∈N ⊂ V , m ∈ N � äåÿêå ÷èñëî. Ðîçãëÿíåìî âèðàç

zm =
m∑

µ=1

ξµw
µ, ξ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Rm.

Âèçíà÷èìî âåêòîð-ôóíêöiþ L(t, ξ) = (L1(t, ξ), . . . , Lm(t, ξ)) çà ïðàâèëîì

Lµ(t, ξ) = ⟨Azm,wµ⟩V1 + ⟨Nzm,wµ⟩Y , µ = 0,m, t ∈ (0, T ).

Òîäi ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ) òà äëÿ âñiõ ξ ∈ Rm ñïðàâåäëèâà îöiíêà

(L(t, ξ), ξ)Rm ≥
n∑

i=1

∫
Ωi

(
a0

n∑
i=1

|zm,i
x |2 + g0|zm,i|q

)
dx. (33)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ôóíêöi¨ L ìà¹ìî

(L(t, ξ), ξ)Rm =
m∑

µ=1

Lµ(t, ξ)ξµ =
m∑

µ=1

[
⟨Azm,wµ⟩V1 + ⟨Nzm,wµ⟩Y

]
ξµ =

=
m∑

µ=1

[
⟨Azm, ξµw

µ⟩V1 + ⟨Nzm, ξµw
µ⟩Y

]
= ⟨Azm,

m∑
µ=1

ξµw
µ⟩V1 + ⟨Nzm,

m∑
µ=1

ξµw
µ⟩Y =

= ⟨Azm, zm⟩V1 + ⟨Nzm, zm⟩Y .
Äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A) òà âèçíà÷åííÿ (18), îäåðæó¹ìî

⟨Azm, zm⟩V1 =
n∑

i=1

ℓi∫
0

ai|zm,i
x |2 dx ≥ a0

n∑
i=1

ℓi∫
0

|zm,i
x |2 dx = a0|zx|2H .
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Äëÿ äðóãîãî äîäàíêà, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (G) òà âèçíà÷åííÿ (19), ìà¹ìî

⟨Nzm, zm⟩Y =
n∑

i=1

ℓi∫
0

gi|zm,i|q−2zm,izm,i dx ≥ g0

n∑
i=1

ℓi∫
0

|zm,i|q dx = g0||zm||qY .

Îá'¹äíóþ÷è îòðèìàíi íåðiâíîñòi, ïðèõîäèìî äî (33). Ëåìó äîâåäåíî. □

3.3. Áàçà äåÿêîãî ïðîñòîðó ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà ãðàôàõ. Ñïåðøó íàãàäà¹ìî
äîïîìiæíi îçíà÷åííÿ.

Íåõàé X, Y � äâà áàíàõîâèõ ïðîñòîðè. Ôóíêöiÿ A iç ÷àñòèíè D(A) ïðîñòîðó X â
Y íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, ÿêùî âîíà çáåðiãà¹ ëiíiéíiñòü. D(A) íàçèâà¹òüñÿ
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ A. ßêùî A ëiíiéíà, òî D(A) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ó X. Ìíîæèíà
çíà÷åíü R(A) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ìíîæèíà åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Y âèãëÿäó Ax, äå x ∈ D(A).
ßêùî ìíîæèíà D(A) ùiëüíà â X, òî îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ ùiëüíî âèçíà÷åíèì.

Îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì, ÿêùî çi çáiæíîñòi xi → x âèïëèâà¹, ùî
Axi → Ax (ó ñèëüíié òîïîëîãi¨). Äëÿ íåïåðåðâíîñòi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A íåîáõiäíî i
äîñòàòíüî éîãî îáìåæåíîñòi, òîáòî òàêîãî

||Ax|| ≤ M ||x|| ∀x ∈ D(A),

äå M > 0 � ñòàëà. Ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ ïîçíà÷èìî L(X, Y ).
Îïåðàòîð A : X → Y íàçèâà¹òüñÿ çàìêíåíèì, ÿêùî

xi → x
Axi → y

}
=⇒

{
x ∈ D(A)
Ax = y.

Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùîá ãðàôiê A (òîáòî ìíîæèíà ïàð (x, y) ∈ X × Y , òàêèõ, ùî
x ∈ D(A), y = Ax) áóâ çàìêíåíèé â X × Y .

Îïåðàòîð A ∈ L(X, Y ) íàçèâà¹òüñÿ êîìïàêòíèì àáî öiëêîì íåïåðåðâíèì, ÿêùî
îáðàç {Axi}i∈N îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {xi}i∈N ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Íåõàé A : B → B � çàìêíåíèé îïåðàòîð ó äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði B òà
I : B → B � òîòîæíèé îïåðàòîð.

Îçíà÷åííÿ 10. Êîìïëåêñíå ÷èñëî λ íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì çíà÷åííÿì îïåðàòîðà
A : B → B, ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé åëåìåíò x ∈ B, òàêèé, ùî

Ax = λx.

Öåé åëåìåíò x íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì (âëàñíîþ ôóíêöi¹þ) îïåðàòîðà A.

Ùiëüíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð A, ùî âiäîáðàæà¹ ãiëüáåðòiâ ïðîñòið H ó ñåáå, íàçè-
âà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî

(Ax, y)H = (x,Ay)H ∀x, y ∈ D(A). (34)

Ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð íàïiâîáìåæåíèé çíèçó, ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åííå ÷èñëî m, òàêå ùî:

m = inf
{
(Ax, x)H

∣∣∣ ïî âñiõ x ∈ D(A) òàêèõ, ùî |x|H = 1
}
. (35)

Ç (35) âèïëèâà¹, ùî íàïiâîáìåæåíèé çíèçó îïåðàòîð çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

(Ax, x)H ≥ m|x|2H ∀x ∈ D(A). (36)

ßêùî òóò m > 0, òî îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèì; ÿêùî m = 0, òî
A íàçèâà¹òüñÿ íåâiä'¹ìíèì.
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Òâåðäæåííÿ 11 (äèâ. òåîðåìó 4.1 [11], c. 27). Íåõàé A ∈ L(H,H) ¹ êîìïàêòíèì i
íåâiä'¹ìíèì òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ax ̸= 0 ïðè x ̸= 0. Òîäi iñíó¹ íåñêií÷åííà ïîñëiäîâ-
íiñòü âëàñíèõ âåêòîðiâ {ei}i∈N, ÿêó ìîæíà âèáðàòè îðòîíîðìîâàíîþ (òîáòî |ei|H = 1,
(ei, ej)H = 0, ÿêùî i ̸= j) i ÿêà óòâîðþ¹ áàçó ïðîñòîðó H. Íóìåðàöiþ âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá âiäïîâiäíi âëàñíi çíà÷åííÿ λi (ÿêi ¹ äiéñíèìè òà äîäàòíèìè)
óòâîðþâàëè ìîíîòîííî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü, ùî çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ:

λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn ≥ . . . → 0. (37)

Íåõàé X � äåÿêèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið. Ôóíêöiÿ a(u, v), âèçíà÷åíà íà X ×X, íàçè-
âà¹òüñÿ ëiíiéíîþ ôîðìîþ íà X, ÿêùî âîíà ëiíiéíà ïî ïåðøîìó é äðóãîìó àðãóìåíòó,
òîáòî:

a(λu, µv) = λµ a(u, v). (38)

Ëiíiéíà ôîðìà íåïåðåðâíà, ÿêùî iñíó¹ ñòàëà M , òàêà ùî:

|a(u, v)| ≤ M ||u||X ||v||X . (39)

Ñïðÿæåíèì (äâî¨ñòèì) äî X íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòið X∗ (àáî X ′) âñiõ ëiíiéíèõ íåïå-
ðåðâíèõ íà X ôóíêöiîíàëiâ, òîáòî âiäîáðàæåíü ç X â R. Êóòîâi äóæêè ⟨ òà ⟩ îçíà÷àþòü
ñïiââiäíîøåííÿ äâî¨ñòîñòi ìiæ X∗ òà X, òîáòî, ÿêùî f ∈ X∗ òà v ∈ X, òî

f(v) = ⟨f, v⟩X = ⟨f, v⟩.

Òâåðäæåííÿ 12 (òåîðåìà Ëàêñà-Ìiëüãðàìà, äèâ. òåîðåìà 5.1 [11], c. 32). Íåõàé a(u, v)
� ëiíiéíà íåïåðåðâíà ôîðìà íà äåÿêîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði X, ÿêà ¹ êîåðöèòèâíîþ
â òîìó ñåíñi, ùî iñíó¹ òàêà ñòàëà a0 > 0, ùî

|a(v, v)| ≥ a0||v||2X ∀ v ∈ X. (40)

Íåõàé f ∈ X∗. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò u ∈ X, òàêèé, ùî

a(u, v) = ⟨f, v⟩X ∀ v ∈ X. (41)

Ïîâ'ÿæåìî ç ôîðìîþ a(u, v) îïåðàòîð A : X → X∗, ÿêèé âèçíà÷åíî òàê: äëÿ äî-
âiëüíîãî u ∈ X åëåìåíò Au � öå òàêèé åëåìåíò X∗, ùî

⟨Au, v⟩X = a(u, v), v ∈ X. (42)

Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçèâà¹òüñÿ êîåðöèòèâíèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà òèïó (36):

⟨Ax, x⟩X ≥ a0||x||2X ∀x ∈ X, (43)

äå a0 > 0 � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî.
Çðîçóìiëî, ùî ïðàâèëî (42) äëÿ ëiíiéíî¨ íåïåðåðâíî¨ êîåðöèòèâíî¨ ôîðìè a(u, v)

ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé êîåðöèòèâíèé îïåðàòîð A.
Òåîðåìó Ëàêñà-Ìiëüãðàìà ìîæíà òîäi çàïèñàòè â òàêîìó åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi

Òâåðäæåííÿ 13 (òåîðåìà Ëàêñà-Ìiëüãðàìà â îïåðàòîðíié ôîðìi). ßêùî X � ãiëüáåð-
òiâ ïðîñòið, A : X → X∗ � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé êîåðöèòèâíèé îïåðàòîð, òî äëÿ âñiõ
f ∈ X∗ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ X ðiâíÿííÿ

Au = f. (44)

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ òåæ ¹ âiäîìèì â ëiòåðàòóði. Íàâåäåìî éîãî äîâåäåííÿ äëÿ
ïîâíîòè âèêëàäó ìàòåðiàëó.
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Òâåðäæåííÿ 14 (ïðî îðòîíîðìîâàíó áàçà íà ãðàôàõ, äèâ. ëåìó 2 [1], ñ. 5-6). Íåõàé V1

� ïðîñòið ç (5), H âçÿòî ç (7). Iñíóþòü ïîñëiäîâíîñòi {λµ}∞µ=0 òà {wµ}∞µ=0 òàêi, ùî:
(i) {wµ}∞µ=0 ⊂ V1 ¹ îðòîíîðìîâàíîþ áàçîþ äëÿ ïðîñòîðó H;

(ii) λ0 = 0, w0 =
(( n∑

i=1

ℓi

)−1/2

, . . . ,
( n∑
i=1

ℓi

)−1/2)
∈ Rn (òîäi |w0|H = 1);

(iii) êîæíà ôóíêöiÿ wµ = (wµ,1, . . . , wµ,n) ¹ ãëàäêîþ íà ðåáðàõ, çîêðåìà,

−wµ,i
xx = λµw

µ,i, i = 1, n. (45)

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî íàñòóïíi ïðîñòîðè

Ṽ =
{
v ∈ V1

∣∣∣ n∑
i=1

ℓi∫
0

vi(x) dx = 0
}
, H̃ =

{
v ∈ H

∣∣∣ n∑
i=1

ℓi∫
0

vi(x) dx = 0
}
. (46)

Çíàéäåìî îðòîíîðìîâàíó áàçó çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ:
çíàéòè ïàðó (λ, z) ∈ R× Ṽ , λ ̸= 0, z = (z1, . . . , zn) òàêó, ùî

(zx,vx)H = λ(z,v)H , v ∈ Ṽ . (47)

Ñïåðøó ðîçãëÿíåìî iíøó çàäà÷ó: äëÿ çàäàíîãî h ∈ H, çíàéòè z ∈ Ṽ òàêå, ùî

(zx,vx)H = (h,v)H , v ∈ Ṽ . (48)

Íåõàé âèçíà÷èìî îïåðàòîð K : H → Ṽ òàêèé, ùî Kh = z, äå z ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (48).
Äîâåäåìî, ùî K ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì, êîìïàêòíèì, ñèìåòðè÷íèì òà äîäàòíèì, à ïî-
òiì, çàñòîñóâàâøè ñïåêòðàëüíó òåîðåìó (òâåðäæåííÿ 11), îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ãëàäêî¨
íà êîæíîìó ðåáði ãðàôà îðòîíîðìîâàíî¨ áàçè.

1. Êîðåêòíiñòü âèçíà÷åííÿ. Ïåðø çà âñå, ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî òàêèé îïåðàòîðK
ñïðàâäi iñíó¹, òîáòî, ùî çàäà÷à (48) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê. Äîâåäåìî öå, çàñòîñóâàâøè òåîðåìó
Ëàêñà-Ìiëüãðàìà. Íåõàé áiëiíiéíó ôîðìó a : V1 × V1 → R âèçíà÷åíî òàêèì ïðàâèëîì:

a(z,v) :=
n∑

i=1

ℓi∫
0

zix(x)v
i
x(x) dx, z,v ∈ V1. (49)

Êîåðöèòèâíiñòü öi¹¨ ôîðìè âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 7, áî îñêiëüêè z ∈ H̃, òî

n∑
i=1

ℓi∫
0

zi(x) dx = 0.

Òîìó ç (25) ìà¹ìî (ïîçíà÷èìî äëÿ çðó÷íîñòi C2 :=
1√
C1

> 0) îöiíêó

1

C2
2

|z|2H ≤ |zx|2H =
n∑

i=1

ℓi∫
0

|zix(x)|2 dx.

Íåïåðåðâíiñòü ôîðìè (49) âèïëèâà¹ ç òàêî¨ îöiíêè (äèâ. ôîðìóëó (9))

|a(z,v)| = |(zx,vx)H | ≤ |zx|H · |vx|H =

= (|zx|2H)
1
2 · (|vx|2H)

1
2 ≤ (|zx|2H + |z|2H)

1
2 · (|vx|2H + |v|2H)

1
2 = ||z||V1 · ||v||V1 .
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Òîìó ç òåîðåìè Ëàêñà-Ìiëüãðàìà âèïëèâà¹ òàêå: äëÿ äîâiëüíîãî h ∈ H ⊂ V ∗
1 iñíó¹

¹äèíèé åëåìåíò z ∈ V1 òàêèé, ùî

a(z,v) = (h,v)H ∀ v ∈ V1,

òîáòî (48) âèêîíó¹òüñÿ i îïåðàòîð K âèçíà÷åíî êîíêðåòíî.

2. Îáìåæåíiñòü. Íåõàé h ∈ H òà z = Kh, äå z ∈ Ṽ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (48).
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (48) ç v = z ìà¹ìî:

|zx|2H = (zx, zx)H = (h, z)H ≤ |h|H · |z|H .
Âèêîðèñòàâøè îöiíêó (25) ó ôîðìi

|z|H ≤ C2|zx|H , (50)

îòðèìó¹ìî, ùî |zx|2H ≤ |h|H · C2|zx|H . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

|zx|H ≤ C2|h|H , (51)

à òîìó ç (25) ìàòèìåìî, ùî |z|H ≤ C2
2 |h|H . Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ íîðìè V1 ç (9),

îäåðæèìî
||Kh||2V1

= ||z||2V1
= |z|2H + |zx|2H .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè îòðèìàíi îöiíêè, îäåðæèìî íåðiâíiñòü

||Kh||2V1
≤ (C2

2 |h|H)2 + (C2|h|H)2 = (C4
2 + C2

2)|h|2H .
Îòæå,

||Kh||V1 ≤ C2

√
1 + C2

2 |h|H , (52)

ùî äîâîäèòü îáìåæåíiñòü îïåðàòîðà K : H → Ṽ .
3. Êîìïàêòíiñòü. Íåõàé {hi}i∈N � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â H. Òîäi |hi|H ≤ C3.

Òîìó äëÿ zi = Khi ç îöiíêè (52) îäåðæèìî òàêå:

||zi||V1 = ||Khi||V1 ≤ C2

√
1 + C2

2 · C3.

Çàâäÿêè êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ Ṽ ⊂ V1

K

⊂ H âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {zi}i∈N ìà¹
çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, òîáòî K ¹ êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì.

4. Ñèìåòðè÷íiñòü. Âiçüìåìî äîâiëüíi h, g ∈ H. Íåõàé Kh = z òà Kg = v. Ç (48)
îòðèìà¹ìî, ùî

(zx,vx)H = (h, Kg)H . (53)

Ç àíàëîãà (48) (çàìiíèâøè h íà g òà çìiíèâøè z òà v ìiñöÿìè) ìàòèìåìî, ùî
(vx, zx)H = (g, z)H i òîìó

(vx, zx)H = (g, Kh)H . (54)

Çðîçóìiëî, ùî ëiâi ÷àñòèíè (53) òà (54) îäíàêîâi. Òîìó ïðàâi òåæ:

(h, Kg)H = (g, Kh)H = (Kh, g)H .

Îòðèìà¹ìî, ùî îïåðàòîð K ¹ ñèìåòðè÷íèì.
5. Äîäàòíiñòü. Ìà¹ìî ç (48) ïðè v = z òàêå:

(Kh,h)H = (z,h)H = (zx, zx)H ≥ 0,

òîáòî K ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíèì îïåðàòîðîì.
6. Iñíóâàííÿ áàçè. Îñêiëüêè K ¹ ñèìåòðè÷íèì, äîäàòíî âèçíà÷åíèì òà êîìïàêòíèì

ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òî ç òâåðäæåííÿ 11 âèïëèâà¹, ùî âñi éîãî âëàñíi çíà÷åííÿ {ηµ}µ∈N
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¹ äiéñíèìè íåâiä'¹ìíèìè i ïðÿìóþòü äî íóëÿ, à âëàñíi ôóíêöi¨ {wµ}µ∈N óòâîðþþòü

îðòîíîðìîâàíó áàçó ó H̃.
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ηµ ̸= 0, ðiâíiñòü Kwµ = ηµw

µ âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè wµ ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ (47) äëÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ
λµ = 1/ηµ, ïðè µ ∈ N.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî â øóêàíié áàçi ìè íå ìà¹ìî ñòàëèõ âåêòîðiâ ç V1 (âîíè íå

íàëåæàòü äî ïðîñòîðó Ṽ ). Îòæå, ÿêùî âiçüìåìî z ∈ Ṽ òà r = (α, . . . , α) ∈ Rn, äå α ∈ R
ìîæíà âçÿòè äîâiëüíèì ôiêñîâàíèì ÷èñëîì, íàïðèêëàä, òàêèì, ùîá |r|H = 1, òî ìà¹ìî

(z, r)H =
n∑

i=1

ℓi∫
0

zi(x)α dx = α
n∑

i=1

ℓi∫
0

zi(x) dx = 0 =⇒ H = H̃ ⊕ (α, . . . , α).

Îòæå, íàáið âåêòîð-ôóíêöié r,w1,w2, . . . óòâîðèâ îðòîíîðìîâàíó â H áàçó ïðîñòîðó V1.
7. Ãëàäêiñòü. Íà êîæíîìó ðåáði ãðàôà é äëÿ êîæíî¨ âëàñíî¨ ïàðè (λµ,w

µ), ìà¹ìî
(45). Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ wµ,i ¹ ãëàäêîþ, ùî ìîæíà äîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è
ñòàíäàðòíó ïðîöåäóðó ïiäâèùåííÿ ãëàäêîñòi. Òåîðåìó äîâåäåíî. □

3.4. Çáiæíîñòi â ôóíêöiéíèõ ïðîñòîðàõ. Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ôàêòè.

Òâåðäæåííÿ 15 (òåîðåìà Îáåíà, äèâ. òâåðäæåííÿ 4.2 [12], c. 7). ßêùî s, h > 1 � äåÿêi

÷èñëà, W ,L,B � áàíàõîâi ïðîñòîðè, W
K

⊂ L ⟲ B, òî

{u ∈ Ls(0, T ;W) | ut ∈ Lh(0, T ;B)}
K

⊂ Ls(0, T ;L) ∩ C([0, T ];B),
òîáòî ÿêùî {um}m∈N � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â ïðîñòîði Ls(0, T ;W) òà {um

t }m∈N �
îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â Lh(0, T ;B), òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {umj}j∈N ⊂ {um}m∈N
òàêà, ùî umj −→

j→∞
u ñèëüíî â Ls(0, T ;L) òà â C([0, T ];B).

Òâåðäæåííÿ 16 (äèâ. çàóâàæåííÿ 7 [13], c. 183). Íåõàé d ∈ N, G ⊂ Rd � îáìåæåíà
îáëàñòü, q ∈ [1,∞], {zm}m∈N ⊂ Lq(G). Òîäi ÿêùî zm −→

m→∞
z ñèëüíî â Lq(G), òî iñíó¹

ïiäïîñëiäîâíiñòü {zmj
}j∈N ⊂ {zm}m∈N òàêà, ùî zm −→

m→∞
v ìàéæå ñêðiçü â G.

Òâåðäæåííÿ 17 (äèâ. ëåìó 1 [14], ñ. 714, äëÿ q(x) ≡ q). Íåõàé d ∈ N, G ⊂ Rd �
îáìåæåíà îáëàñòü, q > 1, {zm}m∈N ⊂ Lq(G). Òîäi ÿêùî zm −→

m→∞
z ñëàáêî â Lq(G) òà

zm −→
m→∞

v ìàéæå ñêðiçü â G, òî z = v.

Òâåðäæåííÿ 18 (äèâ. [15], c. 482). Íåõàé H � ñåïàðàáåëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, à
T > 0. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {vm}m∈N ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði L∞(0, T ;H),
òî ç íå¨ ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü {vmj}j∈N, ÿêà *-ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêî-
ãî åëåìåíòà v ∈ L∞(0, T ;H). Òîáòî, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òåñòîâî¨ ôóíêöi¨ w ∈ L1(0, T ;H)
âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
j→∞

T∫
0

(vmj(t),w(t))H dt =

T∫
0

(v(t),w(t))H dt.

Òâåðäæåííÿ 19 (äèâ. òåîðåìó 3 [7], c. 723). Íåõàé X � ðåôëåêñèâíèé áàíàõiâ ïðîñòið
é {xm}m∈N � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü ó X. Òîäi iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü {xmj}j∈N òà
åëåìåíò x ∈ X òàêi, ùî xmj −→

j→∞
x ñëàáêî â X.
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4. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì ñòàòòi ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 20. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (G), (F), (U). Òîäi ïðàâèëüíi òàêi òâåð-
äæåííÿ.

1) (�äèíiñòü). Çàäà÷à (1)-(3) íå ìîæå ìàòè áiëüøå îäíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.
2) (Àïðiîðíà îöiíêà). Êîæåí ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(3) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòó-

ïíó íåðiâíiñòü

sup
t∈[0,T ]

|u(t)|2H +

T∫
0

||u(t)||2V1
dt+

T∫
0

||u(t)||qY dt ≤ C4

(
|u0|2H + ||f ;L2(0, T ;H)||2

)
, (55)

äå ñòàëà C4 > 0 íå çàëåæèòü âiä u, u0, f .
3) (Iñíóâàííÿ). Iñíó¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (1)-(3).

Äëÿ çðó÷íîñòi, ïîçíà÷èìî ÷åðåç SP (u0,f) ìíîæèíó âñiõ ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(1)-(3). Òåîðåìà 20 äà¹, ùî SP (u0,f) ̸= ∅ i ÿêùî u ∈ SP (u0,f), òî u ¹ ¹äèíèì ñëàáêèì
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3).

Äîâåäåííÿ. (�äèíiñòü). Ïðèïóñòèìî, ùî u1,u2 ∈ SP (u0,f),
òà û := u1 − u2. Òîäi ç (3) îòðèìà¹ìî, ùî û(0) = 0. Íåõàé τ ∈ (0, T ] é

χ0,τ (t) =

{
1, ÿêùî t ∈ [0, τ ],
0, ÿêùî t /∈ [0, τ ].

(56)

Îñêiëüêè u1 òà u2 ¹ ñëàáêèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷i (1)-(3), òî äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ iíòå-
ãðàëüíà òîòîæíiñòü (20). Çàïèøåìî ¨¨ äëÿ u1 òà u2:

T∫
0

⟨u1
t (t) + Au1(t) +Nu1(t),v(t)⟩V dt =

T∫
0

(f(t),v(t))H dt, (57)

T∫
0

⟨u2
t (t) + Au2(t) +Nu2(t),v(t)⟩V dt =

T∫
0

(f(t),v(t))H dt. (58)

Âiäíiìàþ÷è (58) âiä (57) òà âèêîðèñòîâóþ÷è ëiíiéíiñòü ñêàëÿðíîãî äîáóòêó òà îïåðàòîðà
A, ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi

T∫
0

⟨ût(t) + Aû(t) +Nu1(t)−Nu2(t),v(t)⟩V dt = 0 ∀v ∈ U(Q0,T ). (59)

Ó (59) ïiäñòàâèìî òåñòîâó ôóíêöiþ v(t) = χ0,τ (t)û(t), äå χ0,τ âçÿòî ç (56), îòðèìó¹ìî

τ∫
0

⟨ût(t), û(t)⟩V dt+

τ∫
0

⟨Aû(t), û(t)⟩V1 dt+

+

τ∫
0

⟨Nu1(t)−Nu2(t),u1(t)− u2(t)⟩Y dt = 0, τ ∈ (0, T ]. (60)
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Îñêiëüêè û ∈ W (Q0,T ), òî âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òèïó (17)
òà âðàõîâóþ÷è îöiíêó

(|ξ1|q−2ξ1 − |ξ2|q−2ξ2)(ξ1 − ξ2) ≥ 0, ξ1, ξ2 ∈ R, (61)

ç (60) îòðèìó¹ìî 1
2
|û(τ)|2H +

∫ τ

0
⟨Aû(t), û(t)⟩V1 dt ≤ 1

2
|û(0)|2H = 0. Çâàæàþ÷è íà íåâiä'¹ì-

íiñòü îïåðàòîðà A, çâiäñè îòðèìó¹ìî 1
2
|û(τ)|2H ≤ 0, τ ∈ (0, T ]. Îòæå, û = 0 òà u1 = u2.

(Àïðiîðíà îöiíêà). Äëÿ u ∈ SP (u0,f) òà v = χ0,τu, ç (20), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîð-
ìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òèïó (17), ìà¹ìî

1

2
|u(τ)|2H − 1

2
|u(0)|2H +

τ∫
0

[
⟨Au(t),u(t)⟩V1 + ⟨Nu(t),u(t)⟩Y

]
dt ≤

≤
τ∫

0

(f(t),u(t))H dt, τ ∈ (0, T ]. (62)

Ç íåðiâíîñòi Êîøi

|αβ| ≤ α2

2
+

β2

2
, α, β ∈ R, (63)

âèïëèâà¹, ùî

|(f ,u)H | ≤ |f |H · |u|H ≤ 1

2
|f |2H +

1

2
|u|2H .

Ç óìîâè (A) òà ôîðìóë (9) i (18) âèïëèâà¹, ùî

⟨Av,v⟩V1 + a0|v|2H ≥ a0||v||2V1
, v ∈ V1. (64)

Òîäi ç (64) òà (62) îòðèìó¹ìî

1

2
|u(τ)|2H + a0

τ∫
0

||u(t)||2V1
dt+ g0

τ∫
0

||u(t)||qY dt ≤

≤ 1

2
|u0|2H +

1

2

τ∫
0

|f(t)|2H dt+
(1
2
+ a0

) τ∫
0

|u(t)|2H dt. (65)

Ââåäåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ y(t) = |u(t)|2H , t ∈ [0, T ]. Òîäi ç (65) îòðèìà¹ìî òàêå:

y(τ) ≤ |u0|2H +

τ∫
0

|f(t)|2H dt+ (1 + 2a0)

τ∫
0

y(t) dt.

Çàñòîñóâàâøè óçàãàëüíåíó ëåìó Ãðîíóîëà-Áåëìàíà (äèâ. òâåðäæåííÿ 8), çâiäñè ìà¹ìî

y(τ) ≤
(
|u0|2H +

τ∫
0

|f(t)|2 dt
)
e(1+2a0)τ , τ ∈ (0, T ].

Ïiäñòàâèâøè öþ îöiíêó â ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (65), îòðèìà¹ìî òàêå:

|u(τ)|2H ≤ C5F (τ), (66)
n∑

i=1

∫
Qi

0,τ

[
|ui

x(x, t)|2 + |ui(x, t)|q
]

dxdt ≤ C6F (τ), (67)
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äå F (τ) = |u0|2H +
∫ τ

0
|f(t)|2H dt, τ ∈ [0, T ]. Çâiäñè i âèïëèâà¹ îöiíêà (55).

(Iñíóâàííÿ). Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Ôàåäî-Ãàëüîðêiíà. Âiçüìåìî ïîñëiäîâíiñòü
{wµ}∞µ=0 ç òâåðäæåííÿ 14. Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ um : [0, T ] → V çà ïðàâèëîì

um(t) =
m∑

µ=0

φm
µ (t)w

µ, t ∈ [0, T ], m ∈ N ∪ {0}, (68)

äå äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨ φm
0 , . . . , φ

m
m çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi ðiâíîñòi

⟨um
t (t) + Aum(t) +Num(t),wµ⟩V = (f(t),wµ)H , t ∈ [0, T ], (69)

φm
µ (0) = (u0,w

µ)H , µ = 0,m. (70)

Çâåðíåìî óâàãó, ùî ôóíêöiÿ um
0 :=

m∑
µ=0

φm
µ (0)w

µ çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíå

um
0 −→

m→∞
u0 ñèëüíî â H. (71)

Êðiì òîãî, îðòîíîðìîâàíiñòü ôóíêöi¨ ç {wµ}∞µ=0 ó ïðîñòîði H òà íåðiâíiñòü Áåññåëÿ äëÿ
ðÿäiâ Ôóð'¹ (äèâ. òåîðåìà 1 [15, c. 323]) ïåðåäáà÷àþòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî m ∈ N ∪ {0}
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

|um
0 |2H =

∣∣∣ m∑
µ=0

φm
µ (0)w

µ
∣∣∣2
H
=

( m∑
µ=0

φm
µ (0)w

µ,
m∑

λ=0

φm
λ (0)w

λ
)
H
=

=
m∑

µ=0

m∑
λ=0

φm
µ (0)φ

m
λ (0)(w

µ,wλ)H .

Îðòîãîíàëüíiñòü ñèñòåìè {wµ}∞µ=0 îçíà÷à¹, ùî (wµ,wλ)H =

{
1, ÿêùî µ ̸= λ,
0, ÿêùî µ = λ.

Òîìó

|um
0 |2 =

m∑
µ=0

|φm
µ (0)|2 ≤ |u0|2H . (72)

Çàäà÷à (69)-(70) ¹ çàäà÷åþ Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Çà-
ñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ 6 (òåîðåìó Êàðàòåîäîði-Ëàñàëëÿ) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ñèñòåìè çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêó îòðèìó¹ìî ç (69)-(70). Ïîçíà÷èâøè

φm(t) = (φm
0 (t), . . . , φ

m
m(t)), M(t) =

(
(f(t),w0)H , . . . , (f(t),w

m)H

)
,

Lµ(t, φ(t)) = ⟨Aum(t),wµ⟩V1 + ⟨Num(t),wµ⟩Y , µ = 0,m,

îòðèìà¹ìî, ùî (69) � öå ñèñòåìà âèãëÿäó (22). Óìîâè Êàðàòåîäîði äëÿ L âèïëèâàþòü ç
(A), (G) òà ïîáóäîâè áàçèñíèõ ôóíêöié. Êðiì òîãî, çàâäÿêè îöiíöi (33) ç ëåìè 9 ìà¹ìî

(L(t, φm(t)), φm(t))Rm ≥ a0

n∑
i=1

ℓi∫
0

|um,i
x (x, t)|2 dx+ g0

n∑
i=1

ℓi∫
0

|um,i(x, t)|q dx ≥ 0.

Òîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (24) ç α(t) ≡ 0, β(t) ≡ 0. Îòæå, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 6
iñíó¹ ¹äèíèé ãëîáàëüíèé ðîçâ'ÿçîê φm ∈ W 1,p(0, T ;Rm), äå p = 2 (áî M ∈ L2(0, T ;H)).
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Ïîìíîæèâøè îáèäâi ñòîðîíè µ-¨ ðiâíîñòi (69) íà φm
µ (t), ïðîñóìóâàâøè çà µ âiä 0

äî m òà çiíòåãðóâàâøè îòðèìàíi ðiâíîñòi çà ÷àñîì âiä 0 äî τ , îòðèìó¹ìî
τ∫

0

⟨um
t (t) + Aum(t) +Num(t),um(t)⟩V dt =

τ∫
0

(f(t),um(t))H dt, τ ∈ (0, T ]. (73)

Ç (63) îäåðæèìî: |(f ,um)H | ≤ |f |H · |um|H ≤ 1
2
|f |2H + 1

2
|um|2H . Òîäi, çiíòåãðóâàâøè â

ðiâíîñòi (73) ïåðøèé äîäàíîê ÷àñòèíàìè, âèêîðèñòàâøè îöiíêè (64) òà (72), îòðèìó¹ìî

1

2
|um(τ)|2H + a0

τ∫
0

||um(t)||2V1
dt+ g0

n∑
i=1

∫
Qi

0,τ

|um,i|q dxdt ≤

≤ 1

2
|u0|2H +

1

2

τ∫
0

|f(t)|2H dt+
(1
2
+ a0

) τ∫
0

|um(t)|2H dt. (74)

Ââåäåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ ym(t) = |um(t)|2H , t ∈ [0, T ]. Òîäi ç íåðiâíîñòi (74)
îòðèìà¹ìî òàêó îöiíêó:

ym(τ) ≤ |u0|2H +

τ∫
0

|f(t)|2 dt+ (1 + 2a0)

τ∫
0

ym(t) dt.

Çàñòîñóâàâøè äî öi¹¨ íåðiâíîñòi òâåðäæåííÿ 8, ìàòèìåìî

ym(τ) ≤
(
|u0|2H +

τ∫
0

|f(t)|2 dt
)
e(1+2a0)τ , τ ∈ (0, T ].

Ïiäñòàâèâøè îäåðæàíó îöiíêó ó ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (74), ïðèõîäèìî äî îöiíêè:

|um(τ)|2H +

τ∫
0

||um(t)||2V1
dt+

τ∫
0

||um(t)||qY dx dt ≤ C7F (τ), (75)

äå

F (τ) = |u0|2H +

τ∫
0

|f(t)|2H dt, τ ∈ [0, T ]. (76)

Òóò ñòàëà C7 > 0 íå çàëåæèòü âiä m. Ç íåðiâíîñòi (75) âèïëèâà¹, ùî

ess sup
τ∈[0,T ]

|um(τ)|2H ≤ C8, (77)

T∫
0

||um(t)||2V1
dt ≤ C8, (78)

T∫
0

||um(t)||qY dt ≤ C8, (79)

äå ñòàëà C8 > 0 íå çàëåæèòü âiä m. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü {um}∞m=0 ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòî-
ðàõ L∞(0, T ;H) (çàâäÿêè (77)), L2(0, T ;V1) (çàâäÿêè (78)) òà Lq(0, T ;Y ) (çàâäÿêè (79)).

37



Áóãðié Î., ßöåíÿê Ä. Ïiâëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ íà ãðàôàõ

Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 18, à òàêîæ çâàæàþ÷è íà ðåôëåêñèâíiñòü ïðîñòîðiâ L2(0, T ;V1)
òà Lq(0, T ;Y ) (òâåðäæåííÿ 19), âèïëèâà¹ ìîæëèâiñòü âèáðàòè òàêó ïiäïîñëiäîâíiñòü
{umj}j∈N ⊂ {um}∞m=0, ùî âèêîíóþòüñÿ çáiæíîñòi

umj −→
j→∞

u ∗ -ñëàáêî â L∞(0, T ;H) òà ñëàáêî â U(Q0,T ).

Êðiì òîãî, çàñòîñîâóþ÷è âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà (19), óìîâó (G), ñïiââiäíîøåííÿ ñïðÿ-
æåíèõ ïîêàçíèêiâ (13), îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó Y ∗ (12) òà îòðèìàíó ðiâíîìiðíó àïðiîðíó
îöiíêó (79), ìà¹ìî

||Num;Lq′(0, T ;Y ∗)||q′ =
T∫

0

||Num(t);Y ∗||q′ dt =

=

T∫
0

n∑
i=1

ℓi∫
0

∣∣∣gi|um,i(x, t)|q−2um,i(x, t)
∣∣∣q′ dxdt = T∫

0

n∑
i=1

(gi)q
′

ℓi∫
0

|um,i(x, t)|(q−1)q′ dxdt =

=

T∫
0

n∑
i=1

(gi)q
′

ℓi∫
0

|um,i(x, t)|q dxdt ≤ (g0)q
′

T∫
0

n∑
i=1

li∫
0

|um,i(x, t)|q dxdt =

= C9

T∫
0

||um(t)||qY dt ≤ C10,

äå ñòàëà C10 > 0 òåæ íå çàëåæèòü âiä m. Òîìó iñíó¹ òàêå χ ∈ Lq′(0, T ;Y ∗), ùî

Numj −→
j→∞

χ ñëàáêî â Lq′(0, T ;Y ∗). (80)

Äàëi, àíàëîãi÷íî ÿê â [10, c. 880-881] îòðèìó¹ìî îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {um
t }∞m=0

ó âiäïîâiäíîìó ôóíêöiéíîìó ïðîñòîði. Òîäi ç òåîðåìè Îáåíà (òâåðäæåííÿ 15) i òâåð-
äæåíü 16 òà 17 ìàòèìåìî, ùî

umj −→
j→∞

u ìàéæå ñêðiçü â Q0,T .

Òîìó χ = Nu (äèâ. ïîçíà÷åííÿ (80)).
Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ó ðiâíîñòi (69), ç îòðèìàíèõ çáiæíîñòåé ìàòèìåìî, ùî

ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè îçíà÷åííÿ 1. Òåîðåìó 20 äîâåäåíî. □

Âèñíîâêè. Ó ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ïiâëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî
ðiâíÿííÿ íà çâ'ÿçíîìó îði¹íòîâàíîìó ãðàôi. Ââåäåíî òà äîñëiäæåíî âiäïîâiäíi ôóíêöiî-
íàëüíi ïðîñòîðè, ñôîðìóëüîâàíî ïîíÿòòÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ.
Äîâåäåíî òàêi ðåçóëüòàòè: îäåðæàíî àïðiîðíó îöiíêó ðîçâ'ÿçêó, âñòàíîâëåíî éîãî ¹äè-
íiñòü i, çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ôàåäî�Ãàëüîðêiíà, äîâåäåíî iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Îëåã Áóãðié ¹ ÷ëåíîì ðåäêîëåãi¨ äàíîãî æóðíàëó.
Äëÿ óíèêíåííÿ êîíôëiêòó iíòåðåñiâ, ðóêîïèñ ïðîéøîâ âiäïîâiäíó ïðîöåäóðó ðåöåíçó-
âàííÿ íåçàëåæíèìè ðåöåíçåíòàìè, à ïðèéíÿòòÿ ðiøåííÿ ïðî ïóáëiêàöiþ çäiéñíþâàëîñÿ
íåçàëåæíèì ðåäàêòîðîì. Àâòîðè òàêîæ çàÿâëÿþòü ïðî ïîâíå äîòðèìàííÿ âñiõ ïðàâèë
åòèêè æóðíàëüíèõ äîñëiäæåíü.
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Ïîäÿêè. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáî-
òè.
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Semilinear parabolic equations on graphs
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Abstract. The paper considers an initial-boundary value problem for a semilinear pa-
rabolic equation on a simple connected directed graph. A weak solution to the problem is
de�ned in the appropriate functional spaces and conditions for continuity and transmission
at the graph vertices are provided. The unique solvability of the problem is proved.
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