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Àíîòàöiÿ. Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà äèñêðåòíèì ðiâíÿííÿì òèïó Êëåéíà��îðäîíà, ÿêi îïè-
ñóþòü íåñêií÷åííi ëàíöþãè íåëiíiéíèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëîêàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ. Öå îçíà-
÷à¹, ùî êîæåí îñöèëÿòîð âçà¹ìîäi¹ ç äåêiëüêîìà ñâî¨ìè ñóñiäàìè ç îáîõ îáîêiâ. Îñíîâíèé
ðåçóëüòàò ñòàòòi ñòîñó¹òüñÿ iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ áiæó÷èõ õâèëü â òàêèõ ðiâíÿííÿõ.
Äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òàêèõ õâèëü âñòàíîâëåíî çà äîïîìîãîþ âàðiàöiéíîãî ìåòîäó
i òåîðåìè ïðî ãiðñüêèé ïåðåâàë.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïåðiîäè÷íi áiæó÷i õâèëi, ðiâíÿííÿ òèïó Êëåéíà��îðäîíà, íåëîêàëüíà
âçà¹ìîäiÿ, êðèòè÷íi òî÷êè, òåîðåìà ïðî ãiðñüêèé ïåðåâàë.

1. Âñòóï

Ó öié ñòàòòi áóäåìî âèâ÷àòè äèñêðåòíi ðiâíÿííÿ òèïó Êëåéíà��îðäîíà ç íåëîêàëü-
íîþ âçà¹ìîäi¹þ

q̈n(t)−
l∑

j=1

cj[qn+j(t) + qn−j(t)− 2qn(t)]− dqn(t) + f(qn(t)) = 0, n ∈ Z, (1)

e-ISSN 3041-1955 DOI: https://doi.org/10.31652/3041-1955-2024-01-01
.
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äå f(r) = V ′(r) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà R, cj, d > 0, j = 1, 2, ..., l. Çàóâàæèìî, ùî
ðiâíÿííÿ (1) ¹ çëi÷åííîþ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà îïèñóþòü
äèíàìiêó ëàíöþãà ëiíiéíî çâ'ÿçàíèõ íåëiíiéíèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëîêàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ
êîæíîãî n-ãî îñöèëÿòîðà ç l ñâî¨ìè íàéáëèæ÷èìè ñóñiäàìè ç êîæíîãî áîêó òà çîâíiøíiì
ïîòåíöiàëîì V . Òóò qn(t) ïîçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó êîîðäèíàòó n-ãî îñöèëÿòîðà â ìîìåíò
÷àñó t.

Òàêi ñèñòåìè íàëåæàòü äî øèðîêîãî êëàñó òàê çâàíèõ äèñêðåòíèõ íåñêií÷åííîâè-
ìiðíèõ ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì. �õ ïðèêëàäàìè òàêîæ ¹ ñèñòåìè òèïó Ôåðìi�Ïàñòè�Óëàìà
i äèñêðåòíi ðiâíÿííÿ òèïó ñèíóñ��îðäîíà. Ïîäiáíi ñèñòåìè ïðåäñòàâëÿþòü iíòåðåñ, â òî-
ìó ÷èñëi, ç îãëÿäó íà ¨õ ôiçè÷íi çàñòîñóâàííÿ (äèâ. [1, 9, 10, 13, 18]). Çîêðåìà, â îñòàííiõ
äâîõ ïðàöÿõ âèâ÷àëèñÿ äèñêðåòíi ðiâíÿííÿ òèïó Êëåéíà��îðäîíà.

Òàêîæ ¹ áàãàòî ïðàöü, â ÿêèõ òàêi ñèñòåìè âèâ÷àþòüñÿ ç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çî-
ðó. Òàê â ñòàòòÿõ [2, 3, 4, 7, 12, 14, 21, 23, 24, 25] äîñëiäæóâàëîñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ
áiæó÷èõ õâèëü, çîêðåìà, ïåðiîäè÷íèõ, â ñèñòåìàõ ëiíiéíî i íåëiíiéíî çâ'ÿçàíèõ îñöèëÿ-
òîðiâ ç ëîêàëüíèì çâ'ÿçêîì íà îäíîâèìiðíié i äâîâèìiðíié  ðàòêàõ. Òóò ðîçãëÿäàëèñÿ
ìîäåëi, â ÿêèõ îñöèëÿòîðè çâ'ÿçàíi ç íàéáëèæ÷èìè ñâî¨ìè ñóñiäàìè. Óìîâè iñíóâàííÿ
ïåðiîäè÷íèõ áiæó÷èõ õâèëü â ñèñòåìàõ òèïó Ôåðìi-Ïàñòè-Óëàìà ç ëîêàëüíîþ i íåëî-
êàëüíîþ âçà¹ìîäi¹þ, ÿê íà îäíîâèìiðíié, òàê i íà äâîâèìiðíié  ðàòêàõ, âñòàíîâëåíî â
ïðàöÿõ [5, 6, 15, 16, 19, 26] òà ií. Â ñòàòòi [27] äîñëiäæåíî óìîâè iñíóâàííÿ ïåðiîäè÷íèõ
áiæó÷èõ õâèëü â äèñêðåòíèõ ðiâíÿííÿõ òèïó ñèíóñ��îðäîíà íà äâîâèìiðíié  ðàòöi. Äëÿ
íåïåðåðâíîãî ðiâíÿííÿ òèïó Êëåéíà��îðäîíà â [8] âèâ÷àëèñÿ áiæó÷i õâèëi, à â [11] � ñòî-
ÿ÷i õâèëi. Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îñòàííiõ äëÿ äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü òèïó Êëåéíà�Ãîðäîíà ç
íàñè÷óâàíèìè íåëiíiéíîñòÿìè âèâ÷åíî â ñòàòòi [28], à çi ñòåïåíåâèìè íåëiíiéíîñòÿìè �
â [29].

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà îñíîâíi ïðèïóùåííÿ

Íàñ öiêàâëÿòü ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (1) ó âèãëÿäi áiæó÷èõ õâèëü:

qn(t) = u(n− ct), (2)

äå ôóíêöiþ u(s) íàçèâàþòü ïðîôiëüíîþ ôóíêöi¹þ àáî ïðîôiëåì õâèëi, ïðè öüîìó ñòàëà
c ̸= 0 ¹ øâèäêiñòþ õâèëi.

Òîäi, ïiäñòàâèâøè (2) â (1), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

c2u′′(s)−
l∑

j=1

cj[u(s+ j) + u(s− j)− 2u(s))]− du(s) + V ′(u(s)) = 0, (3)

äå s = n− ct.
Áóäåìî âèâ÷àòè ïåðiîäè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (3), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

u(s+ 2k) = u(s), s ∈ R, (4)

äå k > 0 � äåÿêå ôiêñîâàíå ÷èñëî.
Ùîäî ïîòåíöiàëó V çðîáèìî òàêå ïðèïóùåííÿ:
(h) V ∈ C1(R;R), V (0) = V ′(0) = 0, V ′(r) = o(r) ïðè r → 0 òà iñíó¹ òàêå µ > 2,

ùî

0 < µV (r) ≤ V ′(r)r, r ̸= 0.
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Çàóâàæèìî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâè (h) iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à
ôóíêöiÿ ν(r), r ≥ 0 (äèâ. [22], Ëåìà 3.2), ùî

ν(0) = 0, lim
r→+∞

ν(r) = +∞

i
V ′(r)r ≤ ν(|r|)r2. (5)

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Ω :=

{
c > 0 | min

ξ∈R
σ(ξ) ≥ 0

}
,

äå

σ(ξ) = c2ξ2 − 4
l∑

j=1

cj sin
2 jξ

2
+ d.

Ïðè d > 0 ìíîæèíà Ω íåïîðîæíÿ.
Ââåäåìî âåëè÷èíó

c0 := inf
c>0

Ω,

ÿêó áóäåìî íàçèâàòè øâèäêiñòþ çâóêó â äàíié ñèñòåìi.

3. Âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Ó ïåâíîìó ðîçóìiííi ðiâíÿííÿ (3) ¹ ðiâíÿííÿì Åéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöiîíàëó
äi¨

Jk(u) =

k∫
−k

{
c2

2
|u′(s)|2 −

l∑
j=1

cj
2
|u(s+ j)− u(s)|2 + d

2
|u(s)|2 − V (u(s))

}
ds, (6)

ÿêèé âèçíà÷åíèé íà ñîáîë¹âñüêîìó ïðîñòîði ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié

Ek := {u ∈ H1
loc(R) | u(s+ 2k) = u(s))}

ç íîðìîþ

∥u∥k =

 k∫
−k

[
|u(s)|2 + |u′(s)|2

]
ds


1
2

.

Áåçïîñåðåäíiì îá÷èñëåííÿì îäåðæóþòüñÿ òàêi òðè ëåìè (äèâ. [22], Ëåìè 4.2�4.4):

Ëåìà 1. Çà çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü ôóíêöiîíàë Jk ¹ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèì íà ïðî-
ñòîði Ek, à éîãî ïîõiäíà âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

J ′
k(u)h =

=

k∫
−k

{
c2u′(s)h′(s) +

l∑
j=1

cj[u(s+ j) + u(s− j)− 2u(s)]h(s) + du(s)h(s)− V ′(u(s))h(s)

}
ds,

äå u, h ∈ Ek.

Ëåìà 2. Çà çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü êðèòè÷íi òî÷êè ôóíêöiîíàëó Jk ¹ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè
ðiâíÿííÿ (3), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4).
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Çàïèøåìî ôóíêöiîíàë Jk ó âèãëÿäi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)− Sk(u),

äå

Ψk(u) =

k∫
−k

{
c2

2
|u′(s)|2 −

l∑
j=1

cj|u(s+ j)− u(s)|2 + d|u(s)|2
}
ds,

Sk(u) =

k∫
−k

V (u(s))ds.

Ëåìà 3. Íåõàé c > c0. Òîäi âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

λ0∥u∥2k ≤ Ψk(u) ≤ λ1∥u∥2k, (7)

äå

λ0 = inf
ξ∈R

σ(ξ)

1 + ξ2
, λ1 = sup

ξ∈R

σ(ξ)

1 + ξ2
.

Ëåìà 4. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (h) i c > c0. Òîäi iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi ε0 i
γ, íåçàëåæíi âiä k, ùî äëÿ íåíóëüîâèõ êðèòè÷íèõ òî÷îê ôóíêöiîíàëó Jk âèêîíóþòüñÿ
íåðiâíîñòi

ε0 ≤ ∥u∥2k ≤ γJk(u). (8)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u ∈ Ek � êðèòè÷íà òî÷êà ôóíêöiîíàëó Jk. Òîäi J ′
k(u) = 0 i çà

óìîâîþ (h) ìà¹ìî

Jk(u) = Jk(u)−
1

µ
J ′
k(u)u =

=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

{
c2|u′(s)|2 −

l∑
j=1

cj|u(s+ j)− u(s)|2 + d|u(s)|2
}
ds−

−
k∫

−k

{
V (u(s))− 1

µ
V ′(u(s))u(s)

}
ds ≥ µ− 2

2µ
Ψk(u).

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 3, ìà¹ìî

Jk(u) ≥
µ− 2

2µ
λ0∥u∥2k.

Çâiäêè îòðèìó¹ìî ïðàâó íåðiâíiñòü.
Äîâåäåìî òåïåð ëiâó íåðiâíiñòü. Îñêiëüêè äëÿ êðèòè÷íî¨ òî÷êè u ∈ Ek : J

′
k(u)u = 0,

òî
k∫

−k

{
c2|u′(s)|2 −

l∑
j=1

cj|u(s+ j)− u(s)|2 + d|u(s)|2
}
ds =

k∫
−k

V ′(u(s))ds.

Òîäi, ÿê i âèùå,

λ0∥u∥2k ≤
k∫

−k

V ′(u(s))ds,
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i, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü (5), îäåðæó¹ìî, ùî

λ0∥u∥2k ≤ ν
(
∥u∥C([−k,k])

) k∫
−k

|u(s)|2ds.

Çà òåîðåìîþ âêëàäåííÿ, ∥u∥C([−k,k]) ≤ C∥u∥k çi ñòàëîþ C, íåçàëåæíîþ âiä k.
Òàêèì ÷èíîì, λ0∥u∥2k ≤ ν (C∥u∥k) ∥u∥2k. Îñêiëüêè u ̸= 0, òî ν (C∥u∥k) ≥ λ0, çâiäêè

îäåðæó¹ìî ëiâó íåðiâíiñòü ç ε
1
2
0 = C−1ν−1(λ0).

Ëåìó äîâåäåíî. □

Äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó ñòàòòi çíàäîáèòüñÿ òåîðåìà ïðî ãiðñüêèé ïå-
ðåâàë, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ âñòàíîâèìî iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíèõ (íåíóëüîâèõ) êðèòè÷íèõ
òî÷îê ôóíêöiîíàëó Jk. Îñòàííi, çãiäíî ëåìè 2, i ¹ øóêàíèìè ïåðiîäè÷íèìè áiæó÷èìè
õâèëÿìè.

Íåõàé íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H çàäàíèé ôóíêöiîíàë I : H → R êëàñó C1.

Îçíà÷åííÿ 5. Êàæóòü, ùî ôóíêöiîíàë I çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ïàëå�Ñìåéëà, ÿêùî âè-
êîíó¹òüñÿ òàêà óìîâà:

(PS) ÿêùî {un} ⊂ H òàêà ïîñëiäîâíiñòü, ùî {I(un)} îáìåæåíà òà I ′(un) → 0,
n → ∞, òî {un} ìiñòèòü çáiæíó ïiäïîñëiäîâíiñòü.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ç îáìåæåíî¨ ÷èñëîâî¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà âèäiëèòè çái-
æíó ïiäïîñëiäîâíiñòü, òî áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî ÷èñëîâà ïîñëi-
äîâíiñòü {I(un)} çáiãà¹òüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 6. Ïîñëiäîâíiñòü {un} òî÷îê ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H íàçèâà¹òüñÿ ïîñëi-
äîâíiñòþ Ïàëå-Ñìåéëà ôóíêöiîíàëó I íà äåÿêîìó ðiâíi b, ÿêùî I(un) → b òà I ′(un) → 0
ïðè n → ∞.

Îçíà÷åííÿ 7. Êàæóòü, ùî ôóíêöiîíàë I çàäîâîëüíÿ¹ ãåîìåòðiþ ãiðñüêîãî ïåðåâàëó,
ÿêùî iñíóþòü e ∈ H i r > 0 òàêi, ùî ∥e∥ > r i

β := inf
∥u∥=r

I(u) > I(0) ≥ I(e).

Íàâåäåìî òåîðåìó ïðî ãiðñüêèé ïåðåâàë (äèâ. [15, 17, 20]).

Òâåðäæåííÿ 8. (Òåîðåìà ïðî ãiðñüêèé ïåðåâàë). Íåõàé íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòî-
ði H ç íîðìîþ ∥ · ∥ çàäàíèé ôóíêöiîíàë I : H → R êëàñó C1, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ïàëå�Ñìåéëà òà ãåîìåòðiþ ãiðñüêîãî ïåðåâàëó. Òîäi iñíó¹ êðèòè÷íà òî÷êà u ∈ H ôóí-
êöiîíàëó I òàêà, ùî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ

I(u) = b := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ β,

äå Γ := {γ ∈ C([0, 1], H) : γ(0) = 0, γ(1) = e}. Ïðè öüîìó

I(u) ≤ sup
τ≥0

I(τe).

4. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öi¹¨ ñòàòòi ¹ òåîðåìà:
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Òåîðåìà 9. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (h) i c > c0. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî k > 0 ðiâíÿ-
ííÿ (3) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê u, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4). Êðiì òîãî, iñíóþòü
äîäàòíi ñòàëi ε0, ε, C i C0, íåçàëåæíi âiä k, òàêi, ùî âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

ε0 ≤ ∥u∥2k ≤ C0, ε ≤ Jk(u) ≤ C. (9)

Áiëüøå òîãî, äëÿ äîñèòü âåëèêèõ çíà÷åíü k öåé ðîçâ'ÿçîê íå ¹ ñòàëèì.

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ôóíêöiîíàëó Jk âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè ïðî ãiðñüêèé ïå-
ðåâàë.

Ëåìà 10. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (h) i c > c0. Òîäi ôóíêöiîíàë Jk çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
Ïàëå�Ñìåéëà.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî äëÿ ôóíêöiîíàëó Jk ïîñëiäîâíiñòü Ïàëå-Ñìåéëà íà äåÿêîìó
ðiâíi b ÷åðåç {un}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ∥J ′

k(un)∥k,∗ ≤ 1 i |Jk(un)| ≤ b + 1 äëÿ âñiõ äîñèòü
âåëèêèõ n, à îòæå, äëÿ òàêèõ n

b+ 1 +
1

µ
∥un∥k ≥ Jk(un)−

1

µ
J ′
k(un)un =

=

(
1

2
− 1

µ

) k∫
−k

{
c2|u′

n(s)|2 −
l∑

j=1

cj|un(s+ j)− un(s)|2 + d|un(s)|2
}
ds+

+

k∫
−k

{
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

}
ds =

=

(
1

2
− 1

µ

)
Ψk(un) +

k∫
−k

{
1

µ
V ′(un(s))un(s)− V (un(s))

}
ds ≥

≥
(
1

2
− 1

µ

)
λ0∥un∥2k.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ïîñëiäîâíîñòi {un} ¹ îáìåæåíîþ. À îòæå,
ïåðåõîäÿ÷è äî ïiäïîñëiäîâíîñòi ç òèì ñàìèì ïîçíà÷åííÿì, un → u ñëàáêî â Ek. Â ñèëó
êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ Ek ⊂ C([−k, k]), un → u ñèëüíî â C([−k, k]).

Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n i m ìà¹ìî

(J ′
k(un)− J ′

k(um))(un − um) =

= Ψk(un − um)−
k∫

−k

{V ′(un(s))− V ′(um(s))}ds.

Çâiäêè, â ñèëó íåðiâíîñòåé (8), îòðèìó¹ìî

(J ′
k(un)− J ′

k(um))(un − um) ≥ λ0∥un − um∥2k −
k∫

−k

{V ′(un(s))− V ′(um(s))}ds,
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òîáòî

λ0∥un − um∥2k ≤ (J ′
k(un)− J ′

k(um))(un − um) +

k∫
−k

{V ′(un(s))− V ′(um(s))}ds. (10)

Îñêiëüêè ïðè n,m → ∞, un − um → 0 ñëàáêî â Ek, à J ′
k(un) → 0 ñèëüíî â E∗

k , òî ïåðøèé
äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâíîñòi (10) ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Êðiì òîãî, un → u â C([−k, k]).
Òîäi ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç â ïðàâié ÷àñòèíi òi¹¨ æ íåðiâíîñòi ïðÿìó¹ äî íóëÿ ðiâíîìiðíî
íà [−k, k]. À îòæå, äðóãèé äîäàíîê â ïðàâié ÷àñòèíi òàêîæ ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Çâiäñè ìà¹ìî,
ùî é ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (10) ïðÿìó¹ äî íóëÿ, òîáòî ∥un − um∥k → 0 ïðè n,m → ∞.
À öå îçíà÷à¹, ùî {un} � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â Ek i, îòæå, un → u ñèëüíî â
Ek.

Ëåìó äîâåäåíî. □

Ëåìà 11. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (h) i c > c0. Òîäi ôóíêöiîíàë Jk çàäîâîëüíÿ¹ ãåî-
ìåòðiþ ãiðñüêîãî ïåðåâàëó.

Äîâåäåííÿ. Ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ ëåìè íà äâà êðîêè.
Êðîê 1. Ïîêàæåìî, ùî çà âèêîíàííÿ óìîâ ëåìè iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi r0 i α0,

íåçàëåæíi âiä k, ùî
inf

∥u∥k=r0
Jk(u) > α0.

Ñïðàâäi, çà íåðiâíiñòþ (5), âðàõîâóþ÷è óìîâó (h), ìà¹ìî

V (r) ≤ µ−1ν(|r|)r2.
Òîäi

Jk(u) =
1

2
Ψk(u)−

k∫
−k

V (u(s))ds ≥

≥ λ0

2
∥u∥2k −

1

µ

k∫
−k

ν(|u(s)|)(u(s))2ds ≥ λ0

2
∥u∥2k −

1

µ
ν
(
∥u∥C([−k,k])

)
∥u∥2L2(−k,k) ≥

≥ λ0

2
∥u∥2k −

1

µ
ν
(
∥u∥C([−k,k])

)
∥u∥2k.

Ïðîòå çà òåîðåìîþ âêëàäåííÿ, ∥u∥C([−k,k]) ≤ C∥u∥k. Òîìó

Jk(u) ≥
(
λ0

2
− 1

µ
ν(C∥u∥k)

)
∥u∥2k.

Äàëi âèáèðà¹ìî r0 > 0 òàêèì, ùî 1
µ
ν(Cr0) =

λ0

4
. Òîäi, ÿêùî ∥u∥k = r0, òî

Jk(u) ≥
λ0r

2
0

4
,

ùî é äà¹ íåîáõiäíå.
Êðîê 2. Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî çà âèêîíàííÿ ¨¨ óìîâ iñíó¹

åëåìåíò e ∈ Ek ç íîðìîþ ∥e∥k > r0 òàêèé, ùî Jk(e) ≤ 0.
Ñïðàâäi, íåõàé u ∈ Ek \ {0} òà r > 0. Ç óìîâè (h) âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi ñòàëi

a > 0 òà a0 ≥ 0, ùî äëÿ âñiõ r
V (r) ≥ a|r|µ − a0.
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Òîäi

Jk(ru) =
1

2

k∫
−k

{
c2r2|u′(s)|2 −

l∑
j=1

cjr
2|u(s+ j)− u(s)|2 + dr2|u(s)|2

}
ds−

−
k∫

−k

V (ru(s))ds ≤

≤ r2

2

k∫
−k

{
c2|u′(s)|2 −

l∑
j=1

cj|u(s+ j)− u(s)|2 + d|u(s)|2
}
ds−

−arµ
k∫

−k

|u(s)|µ + 2ka0.

Âðàõîâóþ÷è, ùî µ > 2, Jk(ru) → −∞ ïðè r → +∞, à îòæå, iñíó¹ òàêå r0 = r0(u) > 0,
ùî Jk(ru) ≤ 0 äëÿ âñiõ r > r0.

Ëåìó äîâåäåíî. □

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 9. Ç ëåì 10 òà 11, âèïëèâà¹, ùî äëÿ ôóíêöiîíàëó Jk âèêîíóþ-
òüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè ïðî ãiðñüêèé ïåðåâàë, à îòæå, Jk ìà¹ íåíóëüîâó êðèòè÷íó òî÷êó
u ∈ Ek. Çà ëåìîþ 2 âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó(4).

Íèæíi îöiíêè (9) äëÿ ∥u∥k i Jk(u) âèïëèâàþòü ç íåðiâíîñòåé (8 ). Ç òåîðåìè ïðî
ãiðñüêèé ïåðåâàë ìà¹ìî, ùî Jk(u) ≤ sup

τ≥0
Jk(τe) = C, çâiäêè, âðàõîâóþ÷è çíîâó (8),

îòðèìó¹ìî âåðõíþ îöiíêó i äëÿ ∥u∥k.
I íà çàâåðøåííÿ ìåòîäîì âiä ñóïðîòèâíîãî äîâåäåìî, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê íå ¹ ñòàëèì

äëÿ äîñèòü âåëèêèõ k. Äiéñíî, ïðèïóñòèìî, ùî u(s) = a > 0 ñòàëèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
(3) (äîâåäåííÿ ó âèïàäêó a < 0 àíàëîãi÷íå). Ïiäñòàâèâøè éîãî â ðiâíÿííÿ (3) îäåðæó¹ìî,
ùî da−V ′(a) ≡ 0. Çà óìîâîþ (h): V ′(r) = o(r) ïðè r → 0, à òîìó çíàéäåòüñÿ òàêå a0 > 0,
ùî dr− V ′(r) > 0 ïðè 0 < r < a0. Çàçíà÷èìî, ùî ç óìîâè (h) âèïëèâà¹, ùî V ′(r) → +∞
ïðè r → +∞, à îòæå, çãiäíî òåîðåìè ïðî ïðîìiæíå çíà÷åííÿ ñòàëèé ðîçâ'ÿçîê iñíó¹.
Îòæå, a ≥ a0. Òîäi ∥u∥k = (2k)

1
2 |a| ≥ (2k)

1
2 |a0| → +∞ ïðè k → +∞, à öå ñóïåðå÷èòü

âåðõíié îöiíöi äëÿ ∥u∥k â (9). Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü i äîâîäèòü íåîáõiäíå.
Òåîðåìó äîâåäåíî. □

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, â äàíié ñòàòòi âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ íàäçâóêî-
âèõ ïåðiîäè÷íèõ áiæó÷èõ õâèëü â äèñêðåòíèõ ðiâííÿííÿõ òèïó Êëåéíà��îðäîíà, ÿêi
îïèñóþòü íåñêií÷åííi ëàíöþãè ëiíiéíî çâ'ÿçàíèõ íåëiíiéíèõ îñöèëÿòîðiâ ç íåëîêàëüíîþ
¨õ âçà¹ìîäi¹þ. Ïåðñïåêòèâè ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü âáà÷à¹ìî ó âñòàíîâëåííi iñíóâàííÿ
äîçâóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ i íàäçâóêîâèõ âiäîêðåìëåíèõ áiæó÷èõ õâèëü â òàêèõ ðiâíÿííÿõ.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü êîíôëiêòiâ ií-
òåðåñiâ i ïîâíå äîòðèìàííÿ âñiõ ïðàâèë åòèêè æóðíàëüíèõ ñòàòåé.

Ïîäÿêè. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáî-
òè.
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UDC 517.97

Existence of supersonic periodic traveling waves in discrete
Klein�Gordon type equations with nonlocal interaction

Serhii Bak, Halyna Kovtoniuk

Abstract. The article is devoted to discrete Klein-Gordon type equations that descri-
be in�nite chains of nonlinear oscillators with nonlocal interactions. This implies that each
oscillator interacts with several of its neighbors on both sides. The main result of the article
concerns the existence of periodic traveling waves in such equations. Su�cient conditions for
the existence of such waves were established using the variational method and the mountain
pass theorem.

Keywords: periodic traveling waves, Klein-Gordon type equations, nonlocal interaction,
critical points, mountain pass theorem.
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Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà T > 0 òà n, d ∈ N. Íåõàé Ω ⊂ Rn � îáìåæåíà îáëàñòü ç ëiïøèöå-
âîþ ìåæåþ ∂Ω, Q0,T = Ω× (0, T ), Π0,T = Ω× (0, T )× S, Θ0,T = (0, T )× S. Ìåòîþ ñòàòòi
¹ ââåäåííÿ îäíîãî ç âàðiàíòiâ ñòîõàñòè÷íîãî iíòåãðàëó∫

Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω) (1)

çà âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì W = W (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , òà âèâ÷åííÿ éîãî âëàñòèâîñòåé.
Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè, çîêðåìà, óçàãàëüíþþòü ôàêòè ç [1] òà [2], äå áóëî ðîçãëÿíóòî

âèïàäîê íåçàëåæíîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Ïðè ìîäåëþâàííÿ áàãàòüîõ ÿâèù îòî÷óþ÷î¨ äiéñíîñòi ñëiä âðàõîâóâàòè âèïàäêîâèé
õàðàêòåð ÷èííèêiâ, ùî âïëèâàþòü íà ÿâèùå. Äëÿ iëþñòðàöi¨ öi¹¨ òåçè ðîçãëÿíåìî äóæå
ñïðîùåíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñó ðóõó, íàïðèêëàä, ÷îâíà îçåðîì âçäîâæ ïðÿìî¨
ó âiòðÿíó ïîãîäó. Ââåäåìî îäíîâèìiðíó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá ¨¨ äîäàòíèé íàïðÿì
ñïiâïàäàâ ç íàïðÿìêîì ðóõó ÷îâíà. Íåõàé η(t) � âiäñòàíü ÷îâíà â ÷àñ t ≥ 0 âiä äåÿêî¨
ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè. �Òÿãëîâà ñèëà�, òîáòî ìîòîð àáî âåñëà, çàáåçïå÷ó¹ â áåçâiòðÿíó ïîãîäó
÷îâíó çàäàíó øâèäêiñòü µ(t). Òîäi ðóõ ÷îâíà, òîáòî éîãî ïîëîæåííÿ ñòîñîâíî ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ Êîøi äëÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (ÇÄÐ)

η′(t) = µ(t), t > 0, (2)

η(0) = η0. (3)

Çðîçóìiëî, ùî ðîçâ'ÿçêîì (2)-(3) ¹ η(t) = η0 +
∫ t

0
µ(τ) dτ, t ≥ 0. Ïðîòå, ÿêùî ïðèñóòíi

ðiçêi ïîðèâè âiòðó, òî ðiâíÿííÿ ðóõó (2) ñëiä ìîäèôiêóâàòè, íàïðèêëàä, äî âèãëÿäó

η′(t) = µ(t) + h(t)W ′(t), t > 0, (4)

äå âèðàç h(t)W ′(t) âiäïîâiäà¹ çà øâèäêiñòü âiòðó. Ïðè÷îìó h äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, àW ′

� âèïàäêîâà âåëè÷èíà, òàê çâàíèé, áiëèé øóì (ñòàëî¨ øâèäêîñòi âiòðó, ôàêòè÷íî, íåìà),
ÿêèé ìè (ôîðìàëüíî!) ââàæà¹ìî ïîõiäíîþ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ ôóíêöi¨ � âiíåðiâñüêîãî
ïðîöåñó W = W (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T . Ôîðìàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4), (3) òåæ áóäå
âèïàäêîâèì ïðîöåñîì i ìàòèìå âèãëÿä

η(t, ω) = η0 +

t∫
0

µ(t) dt+

t∫
0

h(t) dW (t, ω), (t, ω) ∈ Θ0,T , (5)

îñòàííié iíòåãðàë â ÿêîìó ¹, íàïðèêëàä, ñòîõàñòè÷íèì iíòåãðàëîì Iòî âiä äåòåðìiíîâàíî¨
(òîáòî, íå âèïàäêîâî¨) ôóíêöié h çà âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì W .

Ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ (ÑÄÐ) âèãëÿäó (4) ¹ ïåâíèì óçàãàëüíåííÿì
ÇÄÐ (2). ßêùî çàìiñòü ÇÄÐ ðîçãëÿíóòè ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (Ð×Ï) äëÿ
çíàõîäæåííÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ u = u(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , òî éîãî ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì
¹ ñòîõàñòè÷íå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè (ÑÐ×Ï), ïðè äîñëiäæåííi ÿêîãî òðåáà
ïðàöþâàòè, çîêðåìà, ç iíòåãðàëàìè âèãëÿäó (1). Òîìó òåìàòèêà ñòàòòi ¹ àêòóàëüíîþ.

Îñêiëüêè ïîíÿòòÿ iíòåãðàëó çà âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ìîæíà ââåñòè ïî-ðiçíîìó
(äèâ., íàïðèêëàä, [3]), òî ìè çîñåðåäèìî ñâîþ óâàãó íà âèïàäêó, êîëè â (1) ôóíêöiÿ h ¹
äåòåðìiíîâàíîþ, à ôóíêöiÿ W ¹ ñòàíäàðòíèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì (äèâ. äàëi) â ñåíñi
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îçíà÷åííÿ ç [1]. Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî êîðåêòíiñòü ââåäåíîãî iíòåãðàëó òà íàâåäåìî
äåÿêi éîãî åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi.

3. Äîïîìiæíi ïîçíà÷åííÿ, îçíà÷åííÿ i òâåðäæåííÿ

Ðîçiá'¹ìî öåé ïiäðîçäië íà êiëüêà ÷àñòèí i ïî÷íåìî âèâ÷åííÿ çàçíà÷åíèõ âèùå
ïèòàíü ç íàãàäóâàííÿ íåîáõiäíèõ íàì äàëi ïîíÿòü òà âëàñòèâîñòåé.

Ñòàíäàðòíi ïðîñòîðè Ëåáåãà iíòåãðîâíèõ ôóíêöié. Íåõàé (S1,F1, µ1) � σ-ñêií-
÷åííèé âèìiðíèé ïðîñòið. ×åðåç Lq(S1) ïîçíà÷àòèìåìî ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà
äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié z : S1 → R çi ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ (äèâ. [4]), äå q ∈ [1,∞].
Íàãàäà¹ìî, çîêðåìà, ùî ïðè q = 2 ïðîñòið L2(S1) ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(z, v)L2(S1) :=

∫
S1

z(x)v(x) dµ1(x), z, v ∈ L2(S1), (6)

òà âiäïîâiäíîþ íîðìîþ

||z||L2(S1) :=
(∫
S1

|z(x)|2 dµ1(x)
)1/2

, z ∈ L2(S1).

Äëÿ äåÿêîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó (Y, || · ||Y ) ÷åðåç Lq(S1;Y ) ïîçíà÷àòèìåìî âiäïî-
âiäíèõ ïðîñòið Ëåáåãà-Áîõíåðà Y -çíà÷íèõ ôóíêöié u : S1 → Y çi ñòàíäàðòíîþ íîðìîþ
(äèâ. [5, �8.2]). Äëÿ êîæíîãî u ∈ Lq(S1;Y ) âèçíà÷åíî òàêèé Y -çíà÷íèé iíòåãðàë Áîõíåðà:∫

S1

u(x) dµ1(x) ∈ Y.

Ó âèïàäêó S1 = [0, T ] äëÿ ñïðîùåííÿ ïèñàòèìåìî Lq(0, T ;Y ) çàìiñòü Lq([0, T ];Y ) i ò.ä.
Ìè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi âiäîìi ôàêòè.

Òâåðäæåííÿ 1. (íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà, [4, ñ. 92]). Íåõàé q ∈ [1,+∞], 1
q
+ 1

q′
= 1. Òîäi

ÿêùî f ∈ Lq(S1) òà g ∈ Lq′(S1), òî fg ∈ L1(S1) òà∫
S1

|f(x)g(x)| dµ1(x) ≤ ||f ;Lq(S1)|| · ||g;Lq′(S1)||. (7)

Íåõàé (S2,F2, µ2) � äåÿêèé iíøèé σ-ñêií÷åííèé âèìiðíèé ïðîñòið. Òîäi ìè ñòàíäàð-
òíèì ÷èíîì ìîæåìî âèçíà÷èòè âèìiðíèé ïðîñòið (S3,F3, µ3) äëÿ äåêàðòîâîãî äîáóòêó
ïðîñòîðiâ S3 = S1 × S2.

Òâåðäæåííÿ 2. (òåîðåìà Òîíåëëi, [4, ñ. 91]). ßêùî F (x, y) : S1 × S2 → R ¹ âèìiðíîþ
ôóíêöi¹þ,

∫
S2 |F (x, y)| dµ2(y) < ∞ ìàéæå äëÿ âñiõ (ì.ä.â.) x ∈ S1 òà âèêîíó¹òüñÿ

îöiíêà
∫
S1(

∫
S2 |F (x, y)| dµ2(y)) dµ1(x) < ∞, òî F ∈ L1(S1 × S2).

Òâåðäæåííÿ 3. (òåîðåìà Ôóáiíi, [4, c. 91]). Íåõàé F ∈ L1(S1 × S2). Òîäi
1) F (x, ·) ∈ L1(S2) ì.ä.â. x ∈ S1 òà

∫
S2 F (x, y) dµ2(y) ∈ L1(S1);

2) F (·, y) ∈ L1(S1) ì.ä.â. y ∈ S2 òà
∫
S1 F (x, y) dµ1(x) ∈ L1(S2);

3) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫
S1

dµ1(x)

∫
S2

F (x, y) dµ2(y) =

∫
S2

dµ2(y)

∫
S1

F (x, y) dµ1(x) =

∫
S1×S2

F (x, y) dµ1(x)dµ2(y).
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Çàóâàæèìî, ùî ç òâåðäæåíü 2-3 äëÿ q ∈ [1,+∞) âèïëèâà¹ (äèâ. òåîðåìó 8.28 [5,
ñ. 218]) òàêà íèçêà ðiâíîñòåé:

Lq(S1 × S2) = Lq(S1;L
q(S2)) = Lq(S2;L

q(S1)). (8)

Áàíàõîâi ïðîñòîðè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Íåõàé (S,F ,P ) � iìîâiðíiñòíèé ïðîñòið.
Òðàäèöiéíî ïèñàòèìåìî P (dω) çàìiñòü dP (ω) ÷è dP ïðè âèâ÷åííi iíòåãðàëiâ ïî S.

Íàãàäà¹ìî, ùî F -âèìiðíå âiäîáðàæåííÿ ξ : S → R íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè-
÷èíîþ, à íåâiä'¹ìíà iíòåãðîâíà ôóíêöiÿ qξ : R → R ¹ ùiëüíiñòþ ξ, ÿêùî

P (ξ ∈ B) =

∫
B

qξ(y) dy

äëÿ âñiõ áîðåëiâñüêèõ ïiäìíîæèí B ⊂ R. ßêùî f : R → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òî
ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè f(ξ) áóäå âèðàç

E [f(ξ)] =

∫
S

f(ξ(ω)) P (dω) =

+∞∫
−∞

f(y)qξ(y) dy. (9)

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ñòàíäàðòíi âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ.
1o. ßêùî ξ ≥ 0, òî E ξ ≥ 0.
2o. ßêùî α, β ∈ R, òî E [αξ + βη] = αE ξ + βE η.
3o. ßêùî ξ ≤ η, òî E ξ ≤ E η.
4o. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |E ξ| ≤ E |ξ|.
5o. ßêùî 0 < λ < µ, òî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ëÿïóíîâà (E [|ξ|λ])1/λ ≤ (E [|ξ|µ])1/µ.
6o. ßêùî 1 < p < +∞, 1

p
+ 1

p′
= 1, E [|ξ|p] < +∞, E [|η|p′ ] < +∞, òî E |ξη| < +∞ òà

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà

E |ξη| ≤ (E [|ξ|p])1/p · (E [|η|p′ ])1/p′ .
7o. ßêùî E [|ξ|p] < +∞, E [|η|p] < +∞, äå 1 ≤ p < +∞, òî E [|ξ + η|p] < +∞ òà

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî

(E [|ξ + η|p])1/p ≤ (E [|ξ|p])1/p + (E [|η|p])1/p.
8o. ßêùî ξ = 0 ì.í., òî E ξ = 0.
9o. ßêùî ξ ≥ 0, E ξ = 0, òî ξ = 0 ì.í.
Íåõàé q ∈ [1,+∞). Äàìî òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4. Âèïàäêîâèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lq íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí çi ñêií÷åííèì àáñîëþòíèì ìîìåíòîì ïîðÿäêó q, òîáòî Lq ¹ ìíîæèíîþ âñiõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ : S → R, äëÿ ÿêèõ E [|ξ|q] < +∞ (ïðè öüîìó òðàäèöiéíî ââàæà¹òüñÿ,
ùî ξ = η â ñåíñi ïðîñòîðó Lq, ÿêùî ξ = η ì.í.).

Çðîçóìiëî, ùî Lq = Lq(S). Ïðîòå äëÿ çðó÷íîñòi òà ùîá ïiäêðåñëèòè âèïàäêîâèé
õàðàêòåð åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Lq, ìè íàçèâà¹ìî öåé ïðîñòið �âèïàäêîâèì� òà ïèøåìî
Lq çàìiñòü Lq(S). Àíàëîãi÷íî ìè ïèñàòèìåìî Lq(S;Y ) çàìiñòü Lq(S;Y ) äëÿ âiäïîâiäíîãî
�âèïàäêîâîãî� ïðîñòîðó Ëåáåãà-Áîõíåðà iíòåãðîâíèõ Y -çíà÷íèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ç
îãëÿäó íà (9) òà 1o-9o, Lq ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî ñòàíäàðòíî¨ íîðìè

||u||Lq =
(
E
[
|ξ|q

])1/q

≡
(∫

S

|ξ(ω)|q P (dω)
)1/q

.
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Ó âèïàäêó q = 2 ïðîñòið L2 ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì òèïó (6), ÿêèé ìè
çàïèøåìî ó âèãëÿäi

(ξ, η)2 := E
[
ξη
]
.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî Lp ⊂ Lq äëÿ p ≥ q.

Îçíà÷åííÿ 5. Ïîñëiäîâíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí {ξk}k∈N çáiãà¹òüñÿ äî âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ξ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ äî ξ â ñåíñi ïðîñòîðó L2,
òîáòî ÿêùî ||ξk − ξ||L2 −→

k→∞
0. Ïðè öüîìó ïèñàòèìåìî

ξ = l.i.m.
k→∞

ξk (limit in mean).

Ëåìà 6. ßêùî ξ = l.i.m.
k→∞

ξk, òî E ξ = lim
k→∞

E ξk, òîáòî

E
[
l.i.m.
k→∞

ξk

]
= lim

k→∞
E [ξk]. (10)

Äîâåäåííÿ. Ç âëàñòèâîñòåé 2o, 4o òà íåðiâíîñòi Ëÿïóíîâà îäåðæèìî îöiíêó

|E ξm − E ξ| = |E [ξm − ξ]| ≤ E
[
|ξm − ξ|

]
≤

(
E
[
|ξm − ξ|2

])1/2

= ||ξm − ξ||L2 ,

ÿêà i äîâîäèòü (10). □

Åëåìåíòàðíà êëàñèôiêàöiÿ òà ïðèêëàäè âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Íåõàé çíîâó
(S,F ,P ) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið, I � äåÿêà ìíîæèíà iíäåêñiâ.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíîìó iíäåêñó t ∈ I âiäïîâiäà¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà âèãëÿäó
η(t) : S → R. Ñóêóïíiñòü öèõ âåëè÷èí íàñïðàâäi ¹ ôóíêöi¹þ äâîõ çìiííèõ:

η = η(t, ω), t ∈ I, ω ∈ S.
Ïðè öüîìó t ÷àñòî iíòåðïðåòó¹òüñÿ ÿê ÷àñ.

Îçíà÷åííÿ 7. ßêùî I � çëi÷åíà ìíîæèíà (íàïðèêëàä, I � ïîñëiäîâíiñòü ÷è I = N), òî
ôóíêöiÿ η = η(t, ω) íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ ïîñëiäîâíiñòþ. ßêùî I � iíòåðâàë ç R, òî
ôóíêöiÿ η = η(t, ω) íàçèâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì, à iíîäi � âèïàäêîâèì ïðîöåñîì
ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì. ßêùî I ⊂ Rk, äå k ≥ 2, òî ôóíêöiÿ η = η(t, ω) íàçèâà¹òüñÿ
âèïàäêîâèì ïîëåì (äèâ., íàïðèêëàä, [6, ñ. 426-427]).

Çàðàç âèâ÷àòèìåìî ñàìå âèïàäêîâi ïðîöåñè (ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì). Îòîæ, íåõàé
äàëi I � çâ'ÿçíà ïiäìíîæèíà â R1, íàïðèêëàä, I = [0, T ], äå T > 0 � ôiêñîâàíå ÷èñëî.
Íàãàäà¹ìî, ùî äâà ïðîöåñè η1 òà η2 íàçèâàþòüñÿ ñòîõàñòè÷íî åêâiâàëåíòíèìè (äèâ.
[7]), ÿêùî P {ω ∈ S | η1(t, ω) = η2(t, ω)} = 1, òîáòî η1(t) = η2(t) ì.í. äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]. Â
öüîìó âèïàäêó ïðîöåñ η2 íàçèâàþòü ìîäèôiêàöi¹þ η1 i íàâïàêè. Òðàäèöiéíî, ñòîõàñòè÷íî
åêâiâàëåíòíi ïðîöåñè ìè íå ðîçðiçíÿòèìåìî.

Îçíà÷åííÿ 8. Äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] âèïàäêîâà âåëè÷èíà η(t) ≡ η(t, ·), òîáòî ôóíêöiÿ
S ∋ ω 7→ η(t, ω) ∈ R1

íàçèâà¹òüñÿ çíà÷åííÿì âèïàäêîâîãî ïðîöåñó â ìîìåíò ÷àñó t. Äëÿ êîæíîãî ω ∈ S ÷èñëîâà
ôóíêöiÿ η(ω) ≡ η(·, ω), òîáòî ôóíêöiÿ

[0, T ] ∋ t 7→ η(t, ω) ∈ R1

íàçèâà¹òüñÿ òðà¹êòîði¹þ, àáî ðåàëiçàöi¹þ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó η.
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Îçíà÷åííÿ 9. Ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ

W = W (t, ω) : [0, T ]× S → R1

íàçèâà¹òüñÿ ñòàíäàðòíèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì (äèâ. [1, ñ. 38]), ÿêùî:
1) W (0, ·) = 0 ì.í.;
2) äëÿ âñiõ t1, t2, . . . , tm òàêèõ, ùî 0 < t1 < t2 < . . . < tm íåçàëåæíèìè ¹ òàêi

âèïàäêîâi âåëè÷èíè:

W (t1), W (t2)−W (t1), . . . , W (tm)−W (tm−1);

3) äëÿ âñiõ t, s òàêèõ, ùî t ≥ s ≥ 0 âèïàäêîâà âåëè÷èíà W (t) −W (s) ìà¹ ðîçïîäië
N(0, t− s), òîáòî ¨¨ ùiëüíiñòü ìà¹ âèãëÿä

qs,t(x) =
1√

2π(t− s)
e−

|x|2
2(t−s) , x ∈ R1. (11)

Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå ñòàíäàðòíi âiíåðiâñüêi ïðîöåñè, òîìó ñëîâî �ñòàíäàð-
òíèé� îïóñêàòèìåìî. Îòîæ, íåõàé äàëi W � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ. Äåÿêi âëàñòèâîñòi W
çiáðàíî ó íàñòóïíîìó çàóâàæåííi.

Çàóâàæåííÿ 10. 1) Ç (11), çîêðåìà, âèïëèâà¹ òàêå: äëÿ âñiõ ∀ t ≥ s ≥ 0 âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi E [W (t)−W (s)] = 0 òà E [(W (t)−W (s))2] = t− s.

2) Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 40]), ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

E [W (t)] = 0, t ∈ [0, T ], (12)

E [W (t)W (s)] = min{t, s}, t, s ∈ [0, T ]. (13)

3) Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [1, ñ. 51-55]), ùî òðà¹êòîðiÿ W (ω, ·) : [0, T ] → R âi-
íåðiâñüêîãî ïðîöåñó ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ çà Ãåëüäåðîì ôóíêöi¹þ ç ïîêàçíèêîì γ,
äå γ ∈ (0, 1

2
) � äîâiëüíå ÷èñëî. Ïðîòå âîíà íiäå íå äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ, ÿêà ìà¹

íåîáìåæåíó âàðiàöiþ íà êîæíîìó ïiäiíòåðâàëi ç [0, T ].

Íàñëiäêîì ïóíêòó 3 çàóâàæåííÿ 10 ¹, çîêðåìà, íåìîæëèâiñòü äàòè òðàäèöiéíå îçíà-
÷åííÿ ïîõiäíî¨ ÷è äèôåðåíöiàëó âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó W , ÿêi ìè ôîðìàëüíî âèêîðè-
ñòàëè ïðè çàïèñi (4)-(5). Êðiì òîãî, iíòåãðàëè òèïó (1) íå ìîæíà òðàêòóâàòè ó âèãëÿäi
iíòåãðàëiâ Ñòiëüòü¹ñà, áî öå òåæ íå ¹ êîðåêòíèì. Òàêîæ öå çóìîâëþ¹ ðîçìà¨òòÿ ñïîñîáiâ
ââåäåííÿ ñòîõàñòè÷íèõ iíòåãðàëiâ i â ïåâíîìó ñåíñi ìîòèâó¹ íàøi äîñëiäæåííÿ.

Äàëi äàìî êëàñèôiêàöiþ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ η = η(t, ω), t ∈ [0, T ], ω ∈ S.

Îçíà÷åííÿ 11. Âèïàäêîâèé ïðîöåñ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíèì â
ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó íà [0, T ], ÿêùî

∀ t0 ∈ [0, T ] : E
[
|η(t)− η(t0)|2

]
−→
t→t0

0.

Îçíà÷åííÿ 12. Íåõàé p ∈ [1,+∞). Âèïàäêîâèé ïðîöåñ η íàçèâà¹òüñÿ
� CLp-ïðîöåñîì, ÿêùî âií ¹ íåïåðåðâíîþ Lp-çíà÷íîþ ôóíêöi¹þ, òîáòî η ∈ C([0, T ];Lp);
� Lp

p-ïðîöåñîì, ÿêùî η ∈ Lp(0, T ;Lp(S)) = Lp(S;Lp(0, T ));
� L-ïðîöåñîì, ÿêùî âií ¹ L1

1-ïðîöåñîì.

Çðîçóìiëî, òàêå: íåïåðåðâíèé â ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîìó ïðîöåñ ¹ CL2-ïðîöåñîì;
ÿêùî p ≥ q ≥ 1, òî

C([0, T ];Lp) ⊂ C([0, T ];Lq), Lp(0, T ;Lp) ⊂ Lq(0, T ;Lq), C([0, T ];Lp) ⊂ Lp(0, T ;Lp).

18



Buhrii O., Buhrii N., Vlasov V. Stochastic integral

Òîìó, íàïðèêëàä, CL1-ïðîöåñ ¹ L-ïðîöåñîì.

Ëåìà 13. Âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ¹ CL2-ïðîöåñîì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t0 ∈ [0, T ], {tk}k∈N ⊂ [0, T ], tk −→
k→∞

t0. Âiçüìåìî äîâiëüíå k ∈ N.
Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî t0 < tk. Îñêiëüêè W � âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ,
òî W (tk)−W (t0) ∈ N(0, tk − t0). Òîìó ùiëüíiñòþ öi¹¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ¹ ôóíêöiÿ

qt0,tk(x) =
1√

2π(tk − t0)
e
− x2

2(tk−t0) , x ∈ R.

Îòæå, ç ôîðìóëè (9) ìàòèìåìî, ùî

I ≡ E
[
|W (tk)−W (t0)|2

]
=

+∞∫
−∞

|x|2qt0,tk(x) dx =
1√

2π(tk − t0)

+∞∫
−∞

|x|2 e−
x2

2(tk−t0) dx.

Çðîáèâøè çàìiíó x⇝ y, äå x =
√
2(tk − t0)y (òîäi dx =

√
2(tk − t0) dy), ìàòèìåìî òàêå:

I =
1√

2π(tk − t0)

+∞∫
−∞

(√
2(tk − t0)

)2

|y|2 e−y2
√

2(tk − t0) dy =
2(tk − t0)√

π

+∞∫
−∞

|y|2 e−y2 dy.

Çiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè, îäåðæèìî, ùî

I = −(tk − t0)√
π

+∞∫
−∞

y d e−y2 =
(tk − t0)√

π

+∞∫
−∞

e−y2 dy = (tk − t0).

Òîìó ||W (tk) − W (t0)||L2 =
√

E [|W (tk)−W (t0)|2] =
√
|tk − t0| −→

k→∞
0. Îòæå, W ¹ íåïå-

ðåðâíîþ ôóíêöi¹þ â òî÷öi t0, ÿê ôóíêöiÿ ç [0, T ] â L2. □

Iíòåãðóâàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Äëÿ âèïàäêîâèõ ïðî-
öåñiâ ξ ∈ C([0, T ];Lp) ÷è ξ ∈ L1(0, T ;Lp), äå p ∈ [1,+∞), ñòàíäàðòíèì ÷èíîì ìîæíà
âèçíà÷èòè iíòåãðàë Áîõíåðà

T∫
0

ξ(t) dt ∈ Lp.

Äîáðå âiäîìi òàêîæ i êëàñè÷íi âëàñòèâîñòi òàêîãî iíòåãðàëó. Ðîçãëÿíåìî äåÿêi éîãî ñïå-
öiàëüíi âëàñòèâîñòi.

Ëåìà 14. (ïðî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ iíòåãðàëó âiä L-ïðîöåñó). ßêùî g ∈ L∞(0, T )
� äåòåðìiíîâàíà ôóíêöiÿ, η(t) � âèïàäêîâèé L-ïðîöåñ, òî

∀ t1, t2 ∈ [0, T ] : E
[ t2∫
t1

g(t)η(t) dt
]
=

t2∫
t1

g(t)E [η(t)] dt. (14)

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî gη ∈ L1(0, T ;L1) i òîìó iñíó¹ iíòåãðàë çëiâà â (14).
Îñêiëüêè η ∈ L1(0, T ;L1), òî E |η(t)| = ||η(t)||L1 ∈ L1(0, T ) i ç îöiíêè |E ξ| ≤ E |ξ|

(äèâ. âëàñòèâiñòü 4o ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ) ìàòèìåìî, ùî |E [η(t)]| ∈ L1(0, T ). Òîìó
E η(t) ∈ L1(0, T ) i òîäi gE η ∈ L1(0, T ), òîáòî iñíó¹ iíòåãðàë ñïðàâà â (14).
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Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè ðiâíiñòü çãàäóâàíèõ iíòåãðàëiâ. Âèêîðèñòà¹ìî äëÿ öüîãî òå-
îðåìó Ôóáiíi (òâåðäæåííÿ 3):

E
[ t2∫
t1

g(t)η(t) dt
]
=

∫
S

( t2∫
t1

g(t)η(t, ω) dt
)
P (dω) =

t2∫
t1

g(t)
(∫

S

η(t, ω) P (dω)
)
dt =

=

t2∫
t1

g(t)E [η(t)] dt. □

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè W ∈ C([0, T ];L2) ⊂ L2(0, T ;L2), òî äëÿ âñiõ h ∈ L2([0, T ])
êîðåêòíèì ¹ L2-çíà÷íèé iíòåãðàë Áîõíåðà

T∫
0

h(t)W (t) dt (15)

Iíòåãðàë òèïó (15) ¹ àíàëîãîì (1) ó âèïàäêó, êîëè ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ çàëåæèòü
ëèøå âiä t. Íåõàé C1([0, T ]) � ïðîñòið äåòåðìiíîâàíèõ íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ íà
[0, T ] ôóíêöié, g′ � ïîõiäíà ôóíêöi¨ g ∈ C1([0, T ]),

Ψ0 := {g ∈ C1([0, T ]) | g(0) = g(T ) = 0}. (16)

Ïðèïóñòèìî, ùî g � íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, ïðè÷îìó, ñïî÷àòêó g ∈ Ψ0.

Îçíà÷åííÿ 15. Iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà âiä ãëàäêî¨ äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨
g ∈ Ψ0 ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó W íàçèâà¹òüñÿ òàêèé âèðàç:

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) := −
T∫

0

g′(t)W (t, ω) dt. (17)

Iíòåãðàë ñïðàâà â (17) � öå iíòåãðàë Áîõíåðà ôóíêöi¨ g′W ∈ C([0, T ];L2). Âií iñíó¹,
áî g′ ∈ C([0, T ]), à W ∈ C([0, T ];L2). Ïðîáëåìîþ äàíîãî îçíà÷åííÿ PWZ-iíòåãðàëà ¹ òå,
ùî ôóíêöiÿ g ïîâèííà çàíóëÿòèñÿ â òî÷êàõ t = 0 òà t = T . �¨ óñóâàþòü òàêèì ìåòîäîì.

Íåõàé g � íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, g ∈ L2(0, T ), íåõàé ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {gm}m∈N
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

{gm}m∈N ⊂ Ψ0, gm −→
m→∞

g â ïðîñòîði L2(0, T ).

Âiäîìî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {gm}m∈N çàâæäè iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 16. Iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨
g ∈ L2(0, T ) ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó W íàçâåìî âèðàç

(PWZ)

T∫
0

g(t) dW (t, ω) = l.i.m.
m→∞

(PWZ)

T∫
0

gm(t) dW (t, ω), (18)

òîáòî ãðàíèöþ â ïðîñòîði L2 ïîñëiäîâíîñòi iíòåãðàëiâ âiä ôóíêöié gm ∈ Ψ0.

Âëàñòèâîñòi PWZ-iíòåãðàëiâ (17)-(18) ðîçãëÿíóòî, çîêðåìà, â [1]. Ìè íàâåäåìî ëè-
øå äåÿêi ç íèõ ó ñëiäóþ÷îìó òâåðäæåííi.
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Òâåðäæåííÿ 17. (ïðî âëàñòèâîñòi PWZ-iíòåãðàëà, [1, ñ. 59]). Íåõàé W � âiíåðiâ-
ñüêèé ïðîöåñ, Òîäi ÿêùî g ∈ L2(0, T ), òî

E
[ T∫
0

g(t) dW (t, ω)
]
= 0, (19)

E
[( T∫

0

g(t) dW (t, ω)
)2]

=

T∫
0

|g(t)|2 dt. (20)

4. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Îñêiëüêè W ∈ C([0, T ];L2) (äèâ. ëåìó 13), òî W ∈ L2(0, T ;L2). Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ
W ¹ íåçàëåæíîþ âiä x ∈ Ω. Òîìó ç (8) âèïëèâà¹, ùî

W ∈ L2(Q0,T ;L2) = L2(Π0,T ).

Àíàëîãi÷íî, êîæíà ôóíêöiÿ g ∈ L2(Q0,T ) ¹ íåçàëåæíîþ âiä çìiííî¨ ω ∈ S, à òîìó
g ∈ L2(Π0,T ). Îòæå, âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 1 òà (8), îäåðæèìî

gW ∈ L1(Π0,T ) = L1(Q0,T ;L1) (21)

òà (äèâ. (7)) ∫
Π0,T

|g(x, t)W (t, ω)| dxdtP (dω) ≤

≤
( ∫
Π0,T

|g(x, t)|2 dxdtP (dω)
)1/2( ∫

Π0,T

|W (t, ω)|2 dxdtP (dω)
)1/2

=

=
( ∫
Q0,T

|g(x, t)|2 dxdt ·
∫
S

P (dω)
)1/2(∫

Ω

dx ·
∫

Θ0,T

|W (t, ω)|2 dtP (dω)
)1/2

.

Òîäi (çàóâàæèìî, ùî
∫
S P (dω) = 1 òà

∫
Ω
dx = |Ω|) ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà∫

Π0,T

|g(x, t)W (t, ω)| dxdtP (dω) ≤
√

|Ω| · ||g;L2(Q0,T )|| · ||W ;L2(0, T ;L2)||,

äå |Ω| � ìiðà Ëåáåãà îáëàñòi Ω.
Òåïåð âèçíà÷èìî iíòåãðàë (1) äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ (òîáòî, íåâèïàäêîâèõ) ôóíêöié

h ∈ Φ0, äå (çà àíàëîãi¹þ ç (16))

Φ0 := {h ∈ C1(Q0,T ) | h|t=0 = h|t=T = 0}. (22)

Îçíà÷åííÿ 18. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâèì iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà (space-time
PWZ-integral) âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ h ∈ Φ0 ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó ïðîöåñó
W íàçèâà¹òüñÿ òàêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà:

(ST-PWZ)

∫
Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω) := −
∫

Q0,T

ht(x, t)W (t, ω) dxdt. (23)

21



Áóãðié Î., Áóãðié Í., Âëàñîâ Â. Ñòîõàñòè÷íèé iíòåãðàë

Iíòåãðàë ñïðàâà â (23) � öå iíòåãðàë Áîõíåðà ôóíêöi¨ htW ∈ L1(Q0,T ;L1) (äèâ. (21)),
ht � ÷àñòèííà ïîõiäíà çà tôóíêöi¨ h ç ìíîæèíè C1(Q0,T ) âñiõ äåòåðìiíîâàíèõ íåïåðåðâíî-
äèôåðåíöiéîâíèõ íà Q0,T ôóíêöié. Çàìiñòü dW (t, ω) äàëi ïåðåâàæíî ïèñàòèìåìî dW , à
çìiííi iíòåãðóâàííÿ îïóñêàòèìåìî.

Çðîçóìiëî, ùî ââåäåíèé òàêèì ÷èíîì, (ST-PWZ)-iíòåãðàë ¹ ëiíiéíèì, òîáòî äëÿ âñiõ
÷èñåë α, β ∈ R òà ôóíêöié f, g ∈ Φ0 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü∫

Q0,T

[αf(x, t) + βh(x, t)] dxdW = α

∫
Q0,T

f(x, t) dxdW + β

∫
Q0,T

h(x, t) dxdW. (24)

Íàâåäåìî àíàëîã âëàñòèâîñòåé (19)-(20).

Òåîðåìà 19. (ïðî âëàñòèâîñòi (ST-PWZ)-iíòåãðàëà). Íåõàé Φ0 âèçíà÷åíî â (22), W �
âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ ç îçíà÷åííÿ 9. Òîäi ÿêùî h ∈ Φ0, òî

E
[ ∫
Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω)
]
= 0, (25)

E
[( ∫

Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω)
)2]

=

T∫
0

(∫
Ω

h(x, t) dx
)2

dt. (26)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî ÿê (14), äëÿ âñiõ η ∈ L1(0, T ;L1) äîâîäèìî ðiâíiñòü

E
[ ∫
Qt1,t2

h(x, t)η(t, ω) dxdt
]
=

∫
Qt1,t2

h(x, t)E [η(t, ω)] dxdt, (27)

äå Qt1,t2 = Ω× (t1, t2), (t1, t2) ⊂ (0, T ). Âðàõîâóþ÷è (23), (12) òà (27), ìàòèìåìî

E
[ ∫
Q0,T

h(x, t) dxdW
]
= E

[ ∫
Q0,T

−ht(x, t)W (t, ω) dxdt
]
=

∫
Q0,T

−ht(x, t)E
[
W (t, ω)

]
dxdt = 0,

ùî i äîâîäèòü (25).
Ïîçíà÷èìî ëiâó ÷àñòèíó (26) ÷åðåç I. Òàêîæ ïèñàòèìåìî, íàïðèêëàä, Ωx ÷è Qy,s

0,T

äëÿ ïiäêðåñëåííÿ çìiííèõ iíòåãðóâàííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî (27) äâi÷i:

I = E
[ ∫
Qx,t

0,T

h(x, t) dxdW ·
∫

Qy,s
0,T

h(y, s) dW
]
= E

[ ∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)W (t, ω) dxdt×

×
∫

Qy,s
0,T

hs(y, s)W (s, ω) dyds
]
= E

[ ∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)
(
W (t, ω)

∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)W (s, ω) dyds
)
dxdt

]
=

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)E
[ ∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)W (t, ω)W (s, ω) dyds
]
dxdt =

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)E
[
W (t, ω)W (s, ω)

]
dydsdxdt.
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Ç (13) òà ðiâíîñòåé h|t=0 = h|t=T = 0 âèïëèâà¹, ùî

I =

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Qy,s

0,T

hs(y, s)min{t, s} dydsdxdt =

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[ t∫
0

hs(y, s)s ds+

+

T∫
t

hs(y, s)t ds
]
dydxdt =

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[
sh(y, s)|s=t

s=0 −
t∫

0

h(y, s) ds+ th(y, s)|s=T
s=t

]
dydt =

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[
th(y, t)− 0−

t∫
0

h(y, s) ds+ 0− th(y, t)
]
dydt =

=

∫
Qx,t

0,T

ht(x, t)

∫
Ωy

[
−

t∫
0

h(y, s) ds
]
dydt.

Çíîâó çiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè òà âèêîðèñòàâøè ðiâíîñòi h|t=0 = h|t=T = 0, îòðèìà¹ìî

I = h(x, t)
[
−

∫
Qy,s

0,t

h(y, s) dyds
]∣∣∣t=T

t=0
−

∫
Qx,t

0,T

h(x, t)
d

dt

[
−

∫
Qy,s

0,t

h(y, s) dyds
]
=

=

T∫
0

(∫
Ωx

h(x, t) dx
)
·
(∫
Ωy

h(y, t) dx
)
dt,

ùî i äîâîäèòü (26). □

Íàñëiäîê 20. Âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

E
[( ∫

Q0,T

h(x, t) dxdW
)2]

≤ |Ω|
∫

Q0,T

|h(x, t)|2 dxdt. (28)

Äîâåäåííÿ. Îöiíêà (28) çðàçó âèïëèâà¹ ç (26) i íåðiâíîñòi Ãåëüäåðà òèïó (7). □
Íåçðó÷íiñòþ îçíà÷åííÿ 18 çíîâó ¹ òå, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ h ïîâèííà çà-

íóëÿòèñÿ â òî÷êàõ t = 0 òà t = T . Ïîçáóäåìîñü öi¹¨ ïðîáëåìè. Íåõàé h ∈ L2(Q0,T ) �
íåâèïàäêîâà ôóíêöiÿ, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {hm}m∈N çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

{hm}m∈N ⊂ Φ0, hm −→
m→∞

h â ïðîñòîði L2(Q0,T ). (29)

Çàçíà÷èìî, ùî òàêà ïîñëiäîâíiñòü {hm}m∈N iñíó¹.

Îçíà÷åííÿ 21. Ïðîñòîðîâî-÷àñîâèì iíòåãðàëîì Ïåëi-Âiíåðà-Çèãìóíäà (space-time
PWZ-integral) âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ g ∈ L2(Q0,T ) ïî âèïàäêîâîìó âiíåðiâñüêîìó
ïðîöåñó W íàçâåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

(ST-PWZ)

∫
Q0,T

h(x, t) dxdW (t, ω) = l.i.m.
m→∞

(ST-PWZ)

∫
Q0,T

hm(x, t) dxdW (t, ω), (30)

òîáòî ãðàíèöþ â ïðîñòîði L2 ïîñëiäîâíîñòi iíòåãðàëiâ âiä ôóíêöié hm ∈ Φ0.

Ïîêàæåìî êîðåêòíiñòü öüîãî îçíà÷åííÿ.
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Ëåìà 22. Ãðàíèöÿ (30) íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi ç (29).

Äîâåäåííÿ. Ïåðø çà âñå, îñêiëüêè {hm}m∈N � ôóíäàìåíòàëüíà â L2(Q0,T ), òî ç (24)
òà (28) ìàòèìåìî, ùî∣∣∣∣∣∣ ∫

Q0,T

hm dxdW −
∫

Q0,T

hk dxdW
∣∣∣∣∣∣2
L2

= E
[( ∫

Q0,T

hm dxdW −
∫

Q0,T

hk dxdW
)2]

=

= E
[( ∫

Q0,T

(hm − hk) dxdW
)2]

≤ |Ω|
∫

Q0,T

|hm − hk|2 dxdt −→
k,m→∞

0.

Îòæå, ãðàíèöÿ â (30) iñíó¹, áî L2 � áàíàõiâ ïðîñòið. Ïîêàæåìî, ùî âîíà íå çàëåæèòü âiä
âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi. Íåõàé {hm}m∈N, {fm}m∈N ⊂ Φ0, hm −→

m→∞
h, fm −→

m→∞
h â L2(Q0,T ),

Gm =

∫
Q0,T

hm dxdW, Fm =

∫
Q0,T

fm dxdW, m ∈ N,

I1 = l.i.m.
m→∞

Gm, I2 = l.i.m.
m→∞

Fm.

Òîäi
||I1 − I2||L2 ≤ ||I1 −Gm||L2 + ||Gm − Fm||L2 + ||Fm − I2||L2 . (31)

Ïåðøèé òà òðåòié âèðàç çïðàâà â (31) ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Îñêiëüêè

||Gm − Fm||L2 =
(
E
[( ∫

Q0,T

(hm − fm) dxdW
)2])1/2

≤
(
|Ω|

∫
Q0,T

|hm − fm|2 dxdt
)1/2

=

=
√

|Ω| ||hm − fm||L2(Q0,T ) ≤
√

|Ω| ||hm − h||L2(Q0,T ) +
√
|Ω| ||h− fm||L2(Q0,T ) −→

m→∞
0,

òî ç (31) ìàòèìåìî ðiâíiñòü ||I1 − I2||L2 = 0. Îòæå, I1 = I2 i îçíà÷åííÿ 21 êîðåêòíå. □

Òåîðåìà 23. Ôîðìóëè (24), (25), (26), (28) ïðàâèëüíi òàêîæ äëÿ h ∈ L2(Q0,T ).

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà (24) î÷åâèäíà. Äëÿ äîâåäåííÿ (25) ðîçãëÿíåìî g ∈ L2(Q0,T )
òà ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöi¨ {hm}m∈N, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (29). Ç (10) òà ôîðìóëè (25) äëÿ
ãëàäêèõ ôóíêöié îòðèìà¹ìî

E
[ ∫
Q0,T

h dxdW
]
= E

[
l.i.m.
m→∞

∫
Q0,T

hm dxdW
]
= lim

m→∞
E
[ ∫
Q0,T

hm dxdW
]
= lim

m→∞
0 = 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ (26) âèêîðèñòà¹ìî òàêó âëàñòèâiñòü íîðìè êîæíîãî áàíàõîâîãî ïðî-
ñòîðó X:

||xm − x||X −→
m→∞

0 =⇒ ||xm||X −→
m→∞

||x||X . (32)

Êðiì òîãî, âèêîðèñòàâøè ôîðìóëó a2 − b2 = (a− b)(a+ b) òà îáìåæåíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
ç (29) â ïðîñòîði L2(Q0,T ), îòðèìà¹ìî òàêå:∣∣∣ T∫

0

(∫
Ω

hm(x, t) dx
)2

dt−
T∫

0

(∫
Ω

h(x, t) dx
)2

dt
∣∣∣ =

=
∣∣∣ T∫
0

(∫
Ω

[hm(x, t)− h(x, t)] dx
)
·
(∫
Ω

[hm(x, t) + h(x, t)] dx
)
dt
∣∣∣ ≤
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≤
( T∫

0

∣∣∣∫
Ω

|hm(x, t)− h(x, t)| dx
∣∣∣2 dt)1/2( T∫

0

∣∣∣∫
Ω

|hm(x, t) + h(x, t)| dx
∣∣∣2 dt)1/2

≤

≤ C1

( T∫
0

∣∣∣∫
Ω

|hm(x, t)− h(x, t)| dx
∣∣∣2 dt)1/2

≤ C2

( ∫
Q0,T

|hm − h|2 dxdt
)1/2

−→
m→∞

0. (33)

Âèêîðèñòàâøè (32) ïðè X = L2, ç (33) îäåðæèìî, ùî

E
[( ∫

Q0,T

h dxdW
)2]

=
∣∣∣∣∣∣ ∫
Q0,T

h dxdW
∣∣∣∣∣∣2
L2

= lim
m→∞

∣∣∣∣∣∣ ∫
Q0,T

hm dxdW
∣∣∣∣∣∣2
L2

=

= lim
m→∞

E
[( ∫

Q0,T

hm dxdW
)2]

= lim
m→∞

T∫
0

(∫
Ω

hm(x, t) dx
)2

dt =

T∫
0

(∫
Ω

h(x, t) dx
)2

dt

i òîìó âèêîíó¹òüñÿ (26). Äîâåäåííÿ (28) ¹ åëåìåíòàðíèì. □

Âèñíîâêè. Â ñòàòòi ðîçãëÿíóòî îçíà÷åííÿ òà áàçîâi âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè÷íîãî ií-
òåãðàëó âiä äåòåðìiíîâàíî¨ ôóíêöi¨ çà âèïàäêîâèì âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì. Ðîçãëÿíóòi
òâåðäæåííÿ áóäóòü âèêîðèñòàíi â ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ, çîêðåìà, íåëiíiéíèõ ñòîõà-
ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Àâòîðè çàÿâëÿþòü, ùî íå ìàþòü êîíôëiêòiâ iíòå-
ðåñiâ. Àâòîðè òàêîæ çàÿâëÿþòü ïðî ïîâíå äîòðèìàííÿ âñiõ ïðàâèë åòèêè æóðíàëüíèõ
äîñëiäæåíü.

Ïîäÿêè. Àâòîðè çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáî-
òè.
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Анотація. Дослідження Марса вказали на присутність на його поверхні 

печер вулканічного та, можливо, льодовикового походження. При 
виверженнях вулканів витікають потоки лави. Остигаючи, вони 
покривається твердою корою і утворюють лавові трубки. Після закінчення 
виверження, лава витікає з трубок у найнижчому місці і залишає порожнину. 
Тому  лавові печери знаходяться на схилах вулканів близько до поверхні. 
Інколи їх верхня частина обвалюється. Значна частина поверхні Марса 
вкрита вулканічними кратерами та гірськими масивами. На фотографіях 
одного з вулканічних плато Tharsis було знайдено темні округлі плями. Їх 
вивчення показало,  що вони є вхідними отворами до вулканічних печер. На 
відносну молодість цих утворень вказують різкі краї цих провалів. Лавові 
трубки на Марсі виглядають прямими ланцюгами обвалів із плоским дно та 
майже вертикальними схилами. Такі об’єкти мають стати метою досліджень 
майбутніми поселенцями. температурного коефіцієнта лінійного 
розширення при збільшенні концентрації модифікованого ТРГ.  

Ключові слова: Марс, вулканічні печери, лавові трубки, об’єкти 
досліджень. 
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 1. Вступ  
Печери на планеті Землі ділять на карстові, тектонічні, ерозійні, вулканічні та 

льодовикові. Печери було знайдено ще й на Місяці та Марсі. На Місяці, скоріше всього, 
вони  є вулканічного походження [5, 10, 19]. Тоді як на Марсі [17] вони мають бути і 
вулканічні так і льодовикові. На планеті Земля найбільше існує карстових печер. Вони 
утворюються унаслідок розчинення деяких порід водою. По цій причині вони 
зустрічаються лише там, де залягають породи, які мають відповідні характеристики. До 
них можуть належати доломіт, крейда, вапняк, мармур, гіпс, сіль тощо. Вапняк, і тим 
більше мармур, дуже чистою та майже дистильованою водою дуже погано піддаються 
розчиненню. Але за присутності у воді розчиненого вуглекислого газу [1, 18] розчинність 
цих матеріалів підвищується у кілька разів. Вапняки також розчиняються слабкіше 
порівняно, наприклад, з сіллю чи гіпсом. Проте виявляється, що такі властивості 
позитивно позначаються на можливість утворення достатньо довгих печер. Адже соляні 
та гіпсові печери досить швидко утворюються, і достатньо швидко руйнуються. Проте 
для утворення таких печер необхідна достатня кількість водних опадів і підходяща форма 
рельєфу. За таких умов опади мають можливість потрапляти до печери із значної площі 
поверхні. Крім того, вхід до печери має розташовуватися значно вище від того місця, 
куди зливатимуться підземні води тощо.  

 
2. Постановка проблеми 

Тектонічні печери зможуть виникати практично у будь-яких породах при утворені 
тектонічних розломів поверхні планети. Переважно, такі печери на Землі зустрічаються 
на схилах врізаних у плоскогір’я річкових долин. У таких місцях достатньо великі масиви 
гірських порід мають можливість відколюються від країв обривів, та утворювати 
тріщини, обриви і просідання. Зазвичай, такі тріщини сходяться клином у низинах. Через 
деякий час вони можуть заповнюватися пухкими відкладеннями із поверхні гірських 
масивів. Проте за певних умов вони можуть утворювати достатньо глибокі вертикальні 
печери глибиною до сотні метрів.  

Ерозійні печери утворюються у нерозчинних породах за рахунок механічної ерозії 
під впливом швидких потоків проточної води [6, 20]; бажано, щоб така вода містила 
крупинки твердого матеріалу. На Землі такі печери, найчастіше, утворюються на берегах 
морів. Вони, зазвичай, мають порівняно невеликі розміри. Утворення таких печер 
можливе і під впливом струмків, що протікають по тектонічних тріщинах, які 
опускаються під землю.  

Льодовикові печери утворюються в льодовиках під впливом талої води. Розтала 
вода проходить по тілу льодовика по великих тріщинах і по їх розгалуженнях; за таких 
умов утворюються ходи, висотою до кількох метрів; довжина таких печер може 
становити до кількох сотень метрів, а глибина – до 100 м і більше.  

Вулканічні печери з’являються при виверженнях вулканів. Потік лави остигають, і 
зверху покриваються твердою корою, утворюючи під поверхнею лавові трубки. А в їх 
середині ще протягом певного часу може протікати розплавлена порода. Після того як 
виверження закінчилося, то розплавлена лава витікатиме з утворених лавових трубок у 
найнижчому місці. У таких випадках в середині лавової трубки залишатиметься 
порожнина. Оскільки лавові печери залягають на схилах вулканів близько до поверхні, то 
їх верхня частина часто може обвалюватися. На Землі лавові печери досягають до 70 км у 
довжину і мають глибину понад 1 км.  
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Метою роботи є встановлення природи вертикальних провальних отворів на 
поверхні Марса. 

 
3. Основні результати 

Майже половина поверхні планети Марс [15, 16] вкрита старими вулканічними 
[13] і ударними кратерами та гірськими масивами, а друга половина – молодими 
кратерами та рівнинними відкладеннями (рис. 1). У південних районах планети 
кратерних утворень знайдено значно більше, ніж у північних. У південній півкулі лише 
низинні рівнини Hellas Planitia [4, 8] та Argyre Planitia, які розташовані в середині 
величезних ударних кільцевих структур, характеризуються порівняно невеликою 
густиною кратерів. Переважна більшість вулканічних кратерів [9, 11] розташовані на 
вершинах куполоподібних підвищень.  

 
Рис. 1. Рельєф Марса (https://www.jpl.nasa.gov/images/pia02035-map-of-mars-topography) 

 
 Найхарактернішими представниками кратерів вулканічного походження є великі 

кратери, розташовані на вершинах чотирьох найвищих на Марсі гір: Olympus, Arsya, 
Pavonis та Askraeus. Переважна більшість великих кратерів покрита дрібнішими 
кратерними утвореннями.  

У 2004 році камерою «THEMIS» космічного апарату «Mars Odyssey» з низькою 
просторовою роздільною здатністю були зроблені численні фотографії вулканічного 
плато Tharsis. На цьому марсіанському плато знаходяться найбільші у Сонячній системі 
вулкани. Саме на цих зображеннях вперше вдалося побачити сім загадкових темних 
провалів округлої форми. Вони були знайдені на схилах вулканічної гори Arsya. Їх 
назвали «Сім сестер» і вони отримали такі жіночі імена: Венді, Ені, Дена, Хлоя, Еббі, 
Ніккі та Джінн.  Одна з них показана на рис. 2. Пізніші вивчення показали, що ці темні 
плями на поверхні Марса є своєрідними кам’янистими колодязями. Для того, щоб 
пояснити їх природу було запропоновано, що дані плями є вхідними отворами до 
глибоких вулканічних печер, які знаходяться під поверхнею планети. Тобто, дуже 
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можливо, що вони, по аналогії із деякими земними вулканами, є провалами в стелі 
великих печер. 

 

 
Рис. 2. Одна з темних плям на схилах вулкану Arsya на Марсі 

(http://photojournal.jpl.nasa.gov/) 
 
Зображення на рис. 3 були отримані у травні 2007 р. камерою «High Resolution 

Imaging Science Experiment» («HIRISE») з космічного апарата «Mars Reconnaissance 
Orbiter». Показаний отвір є глибоким, і його дно майже не освітлюється Сонцем. 
Пізніше на схилах вулкану були отримані зображення ще одного провалу, названого 
Джінн. На перших фотографіях (рис. 3, посередині) він виглядає чорною плямою з 
розміром 150157 м. Там не видно жодних натяків на дно та на зовнішній вал по його 
периметру. Нові зображення цього ж провалу Джінн вдалося отримати в час, коли 
Сонце в районі зйомки почало рухатися до заходу. На представленому на рис. 3 
(праворуч) знімку вже добре видно деякі деталі на стінках усередині об’єкту, освітлених 
косими сонячними променями з її східного боку. Ці стінки йдуть майже вертикально. 
Проте наскільки глибоким є даний провал все ще залишалося неясним. Стало відомо 
лише, що на глибині близько 80 м – дна ще немає.  

Оскільки в знайдених отворах освітленого Сонцем дна все ще не було видно і їх 
стіни – є майже вертикальними, то вони не є зруйнованими ерозією ямами. Усі сім 
знайдених тоді отворів знаходилися недалеко від провальних кратерів на вершині, або ж 
продовжують їх ланцюжки. Вважається, що по аналогії із земними вулканічними 
печерами, такі провали утворюються у моменти, коли потоки розплавленої лави 
«випалюють» під поверхнею планети порожнечі та сповзають по схилу щитових 
вулканів. Потім у результаті землетрусів зовнішні шари можуть провалюватися в 
утворені порожнечі і створювати темні «колодязі» на Марсі. Дуже різкі краї цих 
провалів свідчать про їх відносну молодість. Адже на Марсі є атмосфера із постійними 
вітрами, котрі весь час засипають нові ями піском і пилом [1-3, 14].  

На Землі такі кратери також знаходять на схилах молодих щитових вулканів. 
Можливо, що таким же способом утворилися й темні «колодязі» на Марсі. Вік 
наймолодших слідів вулканічної активності на Марсі оцінюють в декілька десятків 
мільйонів років [20]. Діаметри знайдених отворів знаходяться в межах від 100 до 252 м. 
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Рис. 3. Провал Джінн, розміром 150157 м; він освітлюється вертикально (ліворуч) і 
косими (праворуч) сонячними променями 08.08.2007 (http://photojournal.jpl.nasa.gov/) 

 
Два із семи таких об’єктів були досліджені також ще й за допомогою 

інфрачервоної зйомки. Виявилось, що температура їх не залежить від сезону [7, 12] на 
планеті і є досить постійною у будь-який час доби: на денному світлі ці провали 
холодніші за решту частини поверхні, а вночі ці об’єкти є теплішими від навколишньої 
місцевості. Це говорить на користь гіпотези про те, що дані об’єкти є «вікнами» в 
значної товщини стелі вулканічних печер.  

 
Рис. 4. Ліворуч – два темні отвори на північно західному схилі від Askraeus Mons 

(01.12.2010) діаметром 180 м і 310 м (http://hirise.lpl.arizona.edu/ESP_ 019997_1975). 
Праворуч – більший отвір зблизька (https://hirise-pds.lpl_RED.browse.jpg) 

 
Дослідження понад двох сотень зображень ділянки на вулкані Pavonis Mons, 

отриманих за допомогою камери «THEMIS» з роздільною здатністю до 18 м, дозволило 
знайти чимало інших лавових трубок та знайти ще кілька марсіанських отворів. 
Зображення отримане камерою «HiRISE» [5] включає дві темні ями приблизно 180 і 310 
м у діаметрі (рис. 4, ліворуч), які, очевидно, внизу з’єднані більшою печерною 
западиною, розташованою на схилі  Askraeus Mons. Ці ями розташовані посеред 
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великого тонкого темного викиду з них у формі бумеранга. Викиди можуть складатися з 
матеріалу, винесеного або з ям, або з якогось іншого джерела та розвіяного місцевими 
вітрами. Зображення на рис. 4 (праворуч) показує внутрішню частину більшої ями. Яма 
має дуже стрімку східну стінку (праворуч) і значно більш пологу – західну. Тіні та 
виступи закривають частину інтер’єру, але на дні ями видно світлі валуни, осад уздовж 
стінок і яскраві еолові відкладення. Дані об’єкти можуть бути основною метою 
досліджень найпершими поселенцями.  

Висновки. Ретельні вивчення темних плям на поверхні Марса показали, що вони 
є своєрідними кам’яними колодязями (чи провалами в стелі) до глибоких вулканічних 
печер, які розташовані під поверхнею планети. Стінки усередині провалів йдуть майже 
вертикально; тому вони не можуть бути зруйнованими ерозією ямами. Ці провали до 
вулканічних печер могли утворюватися в моменти, коли потоки лави випалювали під 
поверхнею планети порожнечі на схилах щитових вулканів. Пізніше, внаслідок 
землетрусів, зовнішні шари у стелях печер могли провалюватися та утворювати темні 
плями на Марсі. А різкі краї таких провалів вказують на їхню молодість. Вік 
наймолодших слідів активності вулканів на Марсі оцінюють у мільйони років. Діаметри 
таких вулканічних печер оцінюють від кількох десятків до кількох сотень метрів. Якраз 
ці лавові печери та печери у льодовиках на Марсі мають стати основною метою 
досліджень найпершими поселенцями на цій планеті, та можуть бути використані ними 
для розміщення житлових приміщень. Адже радіаційний фон на поверхні Марса  майже 
у два десятки разів вищий, ніж на нашій планеті. 

Конфлікт інтересів і етика. Автори заявляють, що не мають конфліктів інтересів. 
Автори також заявляють про повне дотримання всіх правил етики журнальних 
досліджень, а саме щодо анонімності участі людей та/або згоди на публікацію. 

Подяки. Автори заявляють про відсутність спеціального фінансування цієї 
роботи. 
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UDC 523.43 

Vertical sinkholes to volcanic caves on the surface of Mars 
 

Anatoliy Vidmachenko, Oleksandr Mozghovyi, Oleksii Steklov 

Abstract. Studies of Mars have indicated the presence of caves of volcanic and possibly glacial origin on 
its surface. During volcanic eruptions, flows of lava flow out. As they cool, they are covered with a hard 
crust and form lava tubes. After the eruption is over, the lava flows out of the tubes at the lowest point and 
leaves the cavity. Therefore, lava caves are located on the slopes of volcanoes close to the surface. 
Sometimes their upper part collapses. A large part of the surface of Mars is covered with volcanic craters and 
mountain ranges. Dark, rounded spots were found in photographs of one of the volcanic plateaus of Tharsis. 
Their study showed that they are entrances to volcanic caves. The relative youth of these formations is 
indicated by the sharp edges of these dips. Lava tubes on Mars appear as straight chains of collapses with flat 
bottoms and nearly vertical slopes. Such objects should become the object of research by future settlers. 

Keywords: Mars, volcanic caves, lava tubes, objects of research. 
 

References 
1. Kahn, R. (1985). The evolution of CO2 on Mars. Icarus, 62 (2), 175-190. 
2. Morozhenko, A. V., Vid’machenko, A. P. (2004). Polarimetry and Physics of Solar System Bodies, 

Proceedings of the NATO Advanced Study Institute, 20 September - 4 October, 2003, Yalta, Ukraine, 369-384. 
3. Morozhenko, A. V., Vidmachenko, A. P. (2017). Optical parameters of Martian dust and its influence 

on the exploration of Mars, Dust in the Atmosphere of Mars and Its Impact on Human Exploration, Proceedings 
of the conference held, 3-15 June, 2017, Houston, Texas, LPI Contribution, 1966,  id.6010. 

4. Vid’machenko, A. P., Morozhenko, A. V. (2005). Mapping of the physical characteristics and mineral 
composition of a superficial layer of the Moon or Mars and ultra-violet polarimetry from the orbital station, 36 
Annual Lunar and Planetary Science Conference, March 14-18, 2005, in League City, Texas, #1015. 

5. Vidmachenko, A. P. (2009). Research of the Mars by space vehicles, 11 International Scientific 
Conference “Astronomical School of Young Scientists”, May 26-29, 2009, Kherson, Ukraine, 11-12. [in 
Ukrainian] 



Відьмаченко А., Мозговий О., Стєклов О. Верт. провалені отвори до вулканічних печер на Марсі  
 

34 
 

6. Vidmachenko, A. P. (2009). Water on Mars, Astron. Almanac, 56, 225-249. [in Ukrainian] 
7. Vidmachenko, A. P. (2016). Seasonal changes on Jupiter: 1. Factor of activity of the hemispheres, 

Kinematics and Physics of Celestial Bodies, 32 (4), 189-195. 
8. Vidmachenko, A. P. (2017). Where Should Search Traces of Life, Which Could Appear on Mars in the 

First 300 Million Years. Fourth International Conference on Early Mars: Geologic, Hydrologic, and Climatic 
Evolution and the Implications for Life, Proceedings of the conference held 2-6 October, 2017 in Flagstaff, 
Arizona. LPI Contribution No. 2014, id.3005. 

9. Vidmachenko, A. P. (2018). Comparative features of volcanoes on Solar system bodies, 20 
International scientific conference “Astronomical School of Young Scientists”, May 23-24, 2018, Uman, 
Ukraine, 9-12. [in Ukrainian] 

10. Vidmachenko, A. P. (2018). Modern volcanic activity on the Moon, 20 International scientific 
conference “Astronomical School of Young Scientists”, May 23-24, 2018, Uman, Ukraine, 5-7. [in Ukrainian] 

11. Vidmachenko, A. P. (2023). Comparison of features of impact and volcanic craters on the surface of 
Mars, Proceedings of VIII ISPCo “Progressive research in the modern world” (April 27-29, 2023), Boston, 
USA, Chapter 43, BoScience Publisher, 237-246. 

12. Vidmachenko, A. P. (2023). Thermal properties of the surface of Mars, Proceedings of VII ISPCo. 
“Progressive research in the modern world” (March 29-31, 2023), Boston, USA, Chapter 42, BoScience 
Publisher, 243-252. 

13. Vidmachenko, A. P. (2023). Volcanoes of Mars, Conference Proceedings of the VIII ISPCo “Theories 
of world science and technology implementation” (May 08-10), Osaka, Japan, Chapter 2, 3-19. 

14. Vidmachenko, A. P., Klimenko, V. M., Morozhenko, A. V. (1981). Apparent spectral albedos of the 
disk of Mars in September-October 1977, Solar System Research, 14 (4), 157-159. 

15. Vidmachenko, A. P., Mozghovyi, O. V., Steklov, O. F. (2023). About volcanoes on Mars, Proceedings 
of 11 All-Ukrainian SCo “Astronomy and present day”, April 12, 2023, Vinnytsia, Ukraine, LLC "TVORY", 76-
81. [in Ukrainian] 

16. Vidmachenko, A. P., Mozghovyi, O. V., Steklov, O. F. (2023). Features of the relief on the surface of 
Mars, Proceedings of 11 All-Ukrainian SCo “Astronomy and present day”, April 12, 2023, Vinnytsia, Ukraine, 
LLC "TVORY", 66-71. [in Ukrainian] 

17. Vidmachenko, A. P., Mozghovyi, O. V., Steklov, O. F. (2023). Volcanic caves of Mars and their 
suitability for colonists, Proceedings of 11 All-Ukrainian SCo “Astronomy and present day”, April 12, 2023, 
Vinnytsia, Ukraine, LLC "TVORY", 81-87. [in Ukrainian] 

18. Vidmachenko, A. P., Mozghovyi, O. V., Steklov, O. F., Grudynin B. O. (2023). Features of the relief 
of the surface of Mars caused by water, Proceedings of 11 All-Ukrainian SCo “Astronomy and present day”, 
April 12, 2023, Vinnytsia, Ukraine, LLC "TVORY", 113-118. [in Ukrainian] 

19. Vidmachenko, A. P., Steklov, A. F. (2022). Features of volcanic structures on Venus, Proceedings of 
the 9th ISPCo. “Modern directions of scientific research development”, 23-25.02.2022, Chicago, USA, 
BoScience Publisher, 195-204. 

20.  Vidmachenko, A. P., Steklov, A. F. (2022). How long ago has water flowed on Mars surface? Results 
of modern scientific research and development, Proceedings of XI ISPCo, 16-18.01.2022, Madrid, Spain, Barca 
Academy Publishing, 226-232. 

 

Про авторів / About the authors 
Анатолій Відьмаченко, доктор фізико-математичних наук, професор, академік 

АН ВШ України, професор кафедри фізики Національного університету біоресурсів і 
природокористування України, головний науковий співробітник відділу фізики 
субзоряних і планетних систем Головної астрономічної обсерваторії НАН України, вул. 
Героїв Oборони, 15, м. Київ, 03041, Україна;  

Anatoliy Vidmachenko, Doctor of Science in Physіcs and Mathematics, Professor, 
Academician of the Academy of Sciences of the Higher School of Ukraine, Professor of the 
Department of Physics of the National University of Life and Environmental Sciences of 
Ukraine, Chief Researcher of the Department of Physics of Substellar and Planetary Systems 
of the Main Astronomical Observatory of the National Academy of Sciences of Ukraine, 15 
Defense Heroes Str., Kyiv 03041, Ukraine; 

Олександр Мозговий, кандидат технічних наук, доцент, кафедра фізики і 
методики навчання фізики, астрономії, Вінницький державний педагогічний 



Vidmachenko A., Mozghovyi O., Steklov O. Vertical sinkholes to volcanic caves on the surface of Mars 
 

35 
 

університет імені Михайла Коцюбинського, вул. Острозького, 32, м. Вінниця, 21001, 
Україна; 

Oleksandr Mozghovyi, Candidate of Technical Science, Associate Professor, 
Department of Physics and Teaching Methods of Physics, Astronomy, Vinnytsia Mykhailo 
Kotsiubynskyi State Pedagogical University, 32 Ostrozkyi Str., Vinnytsia 21001, Ukraine; 

Олексій Стєклов, кандидат фізико-математичних наук, доцент, старший науковий 
співробітник відділу фізики субзоряних і планетних систем Головної астрономічної 
обсерваторії НАН України, вул. Академіка Заболотного, 27, м. Київ, 02000, Україна; 

Oleksiy Steklov, Candidate of Science in Physіcs and Mathematics, Associate 
Professor, Senior Researcher of the Department of Physics of Substellar and Planetary 
Systems of the Main Astronomical Observatory of the National Academy of Sciences of 
Ukraine, 27 Academician Zabolotniy Str., Kyiv 02000, Ukraine. 

 
 

Отримано / Received 12.03.2024 
Доопрацьовано / Revised 06.05.2024 



 
 

 
Математика, Інформатика, Фізика: Наука та Освіта, Том 1, № 1 (2024), с. 36–47. 
Mathematics, Informatics, Physics: Science and Education, Volume 1, No. 1 (2024), pp. 36–47.   
Journal homepage: https://intranet.vspu.edu.ua/miph  

 
 

___________ 
   e-ISSN 3041-1955                                 DOI:  https://doi.org/10.31652/3041-1955-2024-01-06  

36 
 

М І Ф 

УДК 678.01:[536+537]+678.046.2 

Фізичні властивості нанокомпозитів  
ПХТФЕ-ТРГ та ПХТФЕ-ТРГ/SiO2 

 
Тарас Січкар1, Максим Рокицький2, Галина Рокицька3, Людмила Благодаренко4, 

Микола Шут5 
1, 2, 3, 4, 5Український державний університет імені Михайла Драгоманова,  
кафедра загальної фізики та методики навчання фізики, м. Київ, Україна 

1tsichkar@ukr.net 
https://orcid.org/0000-0001-8885-0170  

2maksalrokitskiy@gmail.com 
https://orcid.org/0000-0002-1057-5057   

3galina-darla@ukr.net 
https://orcid.org/0000-0002-3258-4640   

4kzf@ukr.net 
https://orcid.org/0000-0002-5501-5416    

5mishut1@ukr.net 
https://orcid.org/0000-0001-6342-2129   

 
 

 
Анотація. Отримано полімерні нанокомпозити (ПНК) на основі 

поліхлортрифторетилену (ПХТФЕ) при малому вмісті диспергованого 
терморозширеного графіту ТРГ та модифікованого наповнювача ТРГ/SiO2, 
що характеризуються високими показниками електрофізичних властивостей. 
Досліджено особливості електронної структури поверхні композитів. 
Встановлено закономірності зміни електрофізичних властивостей композитів 
залежно від вмісту наповнювачів та температури. На основі досліджень та 
порівняльного аналізу теплофізичних властивостей (питома теплоємність cp, 
температурний коефіцієнт лінійного розширення ) систем досліджено вплив 
структурно морфологічного стану компонент та їх концентрації, рівня 
міжфазної взаємодії на фізичні властивості нанокомпозитів. 

Встановлено, що модифікований нанонаповнювач проявляє більшу 
активність по відношенню до полімерної матриці ніж немодифікований. У 
композитах проявляється подвійна дія модифікованого нанонаповнювача на 
структуру матриці, яка полягає в утворенні потужної кристалічної структури 
в зонах впливу нанонаповнювача та аморфізації полімерної матриці в 
периферійних зонах. З’ясовано, що результатом аморфізації матриці є 
зменшення площі піків температурних рефлексів на температурних 
залежностях питомої теплоємності та зміна абсолютного значення 
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температурного коефіцієнта лінійного розширення при збільшенні 
концентрації модифікованого ТРГ.  

Ключові слова: поліхлортрифторетилен, терморозширений графіт, діоксид 
кремнію, електропровідність, теплоємність, лінійне розширення. 
 

 
 

 
 1. Вступ  

Розробка нових ПНК із заданими властивостями та дослідження закономірностей їх 
зміни дозволяє створювати матеріали з динамічно керованими електрофізичними 
параметрами. Створення композиційних матеріалів може базуватися не тільки на пошуку 
та синтезі компонентів з унікальними властивостями, але і на наданні особливих 
властивостей вже відомим складовим ПНК. Такі властивості можуть бути отримані 
шляхом використання модифікаторів поверхні частинок наповнювача в 
ультрадисперсному стані за умови співрозмірності їх розміру з радіусом дії сил 
міжмолекулярної взаємодії. Використання нанорозмірних складових для отримання 
композиційних матеріалів дозволяє регулювати їх фазовий стан та структуру. Рівномірний 
розподіл високодисперсних частинок полімерної матриці при отриманні ПНК також є 
одним з важливих факторів, які призводять до поліпшення їх функціональних 
властивостей.  

На особливу увагу заслуговують ПНК на основі ПХТФЕ та активного як чистого так 
і модифікованого SiO2 ТРГ. 

Властивості деяких композитів, що містять терморозширений графіт, досліджені 
авторами робіт [1-5], в яких на основі експериментальних досліджень систем ряду 
полімерів з ТРГ встановлені закономірності зміни їх макроструктури, електрофізичних 
та фізико-механічних властивостей. У роботах [1-7] запропоновано моделі процесів 
перколяції, побудови кластерів у бінарних системах, реалізації порогів перколяції та 
механізмів їх утворення залежно від зміни вмісту компонентів.  

 
2. Постановка проблеми 

Метою даної роботи є встановлення закономірностей впливу зміни вмісту 
компонентів та модифікування поверхні наповнювача на тепло- та електрофізичні 
властивості композитів систем ПХТФЕ-ТРГ та ПХТФЕ-ТРГ/SiO2, а також способів 
отримання композиційних матеріалів з високими показниками тепло- та електрофізичних 
властивостей при малому вмісті наповнювачів із збереженням унікальних властивостей 
полімеру.  

 
3. Експериментальна частина 

В якості полімерної матриці для композитів був обраний ПХТФЕ, що 
характеризується стабільно високими показниками діелектричних властивостей та 
ударної в’язкості.  Як дисперсні наповнювачі використовували чистий дисперсний ТРГ і 
дисперсний хімічно модифікований ультрадисперсним діоксидом олова (Sпит = 300 м2/г) 
ТРГ (ТРГ/SiO2). 
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Дисперсні наповнювачі готували у два етапи. На першому етапі проводили 
диспергування терморозширеного графіту за допомогою диспергатора УЗДН-А на 
частоті 22 кГц [12]. На другому етапі проводили модифікування диспергованого ТРГ 
діоксидом кремнію [16]. Отримані порошкоподібні композити поміщали у герметично 
закриті судини для проведення досліджень методами електронної мікро- та 
рентгенівської фотоелектронної спектроскопії (РФС). 

Вимірювання електропровідності проводили двоконтактним методом на частотах 
0,1, 1 та 10 кГц. Електронну структуру поверхні диспергованих зразків ТРГ та ТРГ/SiO2 
досліджували методом рентгенівської фотоелектронної спектроскопії (РФС) на 
електронному спектрометрі з енергоаналізатором PHOIBOS CPECS (E MgKα = 1253,6 eB, 
P = 200 Вт, p = 2·10−7 Па). Форму та розмір диспергованого ТРГ і модифікованих частинок 
ТРГ/SiO2 вивчали за допомогою електронного мікроскопа РЕМ 200. 

Дослідження температурних залежностей питомої теплоємності ПКМ проводилися 
методом диференціальної скануючої калориметрії [13] в температурному інтервалі 293 - 
503 К при різному об’ємному вмісті дисперсних наповнювача та модифікатора. Вивчення 
температурного коефіцієнта лінійного розширення (ТКЛР) проводили в температурному 
інтервалі 293 - 503 К за допомогою установки [13], що являє собою поєднання 
модифікованого лінійного дилатометра індукційного типу та кварцового дилатометра, в 
якому замість кварцу в якості еталону використано інвар. 

 
4. Результати та їх обговорення 

Як видно з рис. 1 а, у зв’язку з особливостями кристалічної решітки графіту, 
диспергація ТРГ, приводить до утворення певної “пелюсткової” системи частинок, 
розміри пелюстки вздовж складають порядку 1 ÷ 5 мкм, а в поперек – 4 ÷ 5 нм. Частинки 
SiO2 мають розміри порядку 10 ÷ 20 нм (рис. 1 б). 

 

  
Рис. 1. Електронно-мікроскопічні зображення немодифікованого ТРГ (а) та ТРГ 

модифікованого частинками SiO2 (б) 
 

Дослідження електронної структури поверхні зразків проводились на основі 
вивчення спектрів С1s- та Si2p-рівнів, які були розкладені на компоненти за допомогою 
методу Гаусса-Ньютона. Площа компонентів визначалася без урахування фону методом 
Ширлі [8]. Дослідження не виявили хімічного зв’язку С-S, проте можлива наявність 
зв’язків типу С-О-Si. Фрагменти SiO2 є діелектричними вкрапленнями, електрично 
ізольовані від поверхні карбону. ТРГ присутній у зразках у трьох основних станах, один 
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з яких з енергією зв’язку Езв = 284,3 еВ плавно зникає зі збільшенням вмісту SiO2 і може 
бути аморфною фазою ТРГ.  

На відміну від алмазу в монокристалі графіту існують зв’язки σ і електронні хмари, 
що утворюють електронні шари, паралельні моношару атомів карбону і зумовлюють 
електропровідність в паралельному до них напрямку. У перпендикулярному напрямку 
графіт поводиться як напівпровідник, провідність якого визначається позитивно 
зарядженими “дірками”. У зв’язку з цим електропровідність графіту в паралельному 
напрямку ~ на 2-3 порядки перевищує електропровідність у перпендикулярному напрямку. 
Тому залежність властивостей від температури є складною, оскільки електроопір 
напівпровідників зі збільшенням температури зменшується. Можливий мінімум 
температурної залежності опору, що зміщується в область нижчих температур. Таким 
чином, за нахилом кривих на температурній залежності опору можна оцінювати ступінь 
наближення структури до ідеальної графітової та вплив напівпровідникової складової 
електропровідності наповнювачів. 

Як видно з рис. 2 а при збільшенні вмісту ТРГ до 0,96 і ТРГ/30%SiO2 до 0,82 % (для 
ПНК з модифікованим наповнювачем) їх електропровідність на частоті 0,1 кГц спочатку 
монотонно зростає в порівнянні з електропровідністю полімеру, а потім, при збільшенні 
вмісту наповнювачів до 1,57 та 1,32 %, інтенсивно (~ на 7 порядків величини) зростає. 
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Рис. 2. Залежність електропровідності lgσ композитів систем на частоті 0,1 кГц 1 
- ПХТФЕ - 1,53% ТРГ, 2 - ПХТФЕ - 1,55% ТРГ/30%SiO2 від вмісту наповнювачів (а) 

та від температури (б) 
 

Зростання електропровідності композитів системи ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 більш 
інтенсивне. Їх електропровідність значно вища за електропровідність композиту з 
немодифікованим наповнювачем. За подальшого збільшення вмісту наповнювачів (до 
3,47 %) швидкість зростання електропровідності обох композитів значно уповільнюється 
(рис. 2 а). Концентраційні залежності lgσ(φ) на частотах 1,0 та 10 кГц виявляють такий 
самий характер зміни електропровідності. Модифікування поверхні дисперсного ТРГ 
ультрадисперсним діоксидом кремнію призводить також до зміни температурної 
залежності електропровідності композитів (рис. 2 б). Характер зміни залежності lgσ(Т) 
композиту ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2, що містить 1,55% модифікованого наповнювача, при 
нагріванні змінюється від низхідної (для системи ПХТФЕ-ТРГ) до зростаючої. 

Проведена оцінка товщини полімерного шару між дисперсними провідними 
частинами ТРГ у системах з урахуванням їхньої форми та розмірів показала, що для 
вмісту 1,55 % ТРГ вона становить 5,8 мкм, а для вмісту 1,53 % модифікованого ТРГ 
(ТРГ/30%SiO2) – 6,3 мкм. 
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Як відомо [9], електропровідність σ ПНК з дисперсним наповнювачем у змінних 
електромагнітних полях має дві складові - наскрізну σd, яка збігається з 
електропровідністю при постійному струмі, та релаксаційну στ: 

σ = σd + στ .          (2) 
Релаксаційна складова, у свою чергу, визначається сукупністю релаксаційних 

процесів у полімері, наповнювачі та міжфазному шарі [9]. Серед них, як правило, 
домінуючим релаксаційним процесом, що визначає провідність композитів з 
електропровідним дисперсним наповнювачем, є процес міжфазної поляризації [9]. Це 
проявляється як у досліджуваному (0,1 – 10 кГц) так і у гігагерцовому діапазоні частот 
[8-10] при високих значеннях міжфазної поверхні, тобто при малому розмірі дисперсних 
частинок наповнювача та залежить від співвідношення вмісту компонентів. 

Композити ПХТФЕ-ТРГ і ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 з концентраціями нижчими за 
поріг перколяції (φ1 = 0,95 % і φ2 = 0,82 %), поводяться як діелектрики (рис. 2 а). Їхня 
електропровідність при малому вмісті наповнювача визначається релаксаційною 
складовою στ. Деяке зростання електропровідності зі збільшенням вмісту наповнювача 
порівняно з електропровідністю полімеру (рис. 2 а) у системі ПХТФЕ-ТРГ пов’язано 
переважно з виникненням процесів поляризації у міжфазному шарі полімер - дисперсний 
ТРГ [8, 9]. Більш інтенсивне наростання електропровідності при збільшенні вмісту 
наповнювача як до, так і після порога перколяції в композитах системи ПХТФЕ-
ТРГ/30%SiO2 у порівнянні з відповідними композитами системи ПХТФЕ-ТРГ 
відбувається за рахунок додаткової міжфазної поляризації в міжфазних шарах ПХТФЕ-
ТРГ/30%SiO2 міжфазних шарів ТРГ/30%SiO2 та ПХТФЕ-SiO2. 

Зі збільшенням вмісту наповнювачів (φ1 > 0,95 % і φ2 > 0,82 %) електропровідність 
обох систем інтенсивно зростає (рис. 2 а) внаслідок перекриття більш електропровідних 
полімерних шарів між дисперсними провідними частинками ТРГ. Більш висока 
електропровідність композитів системи ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 при концентраціях вище 
порога перколяції в порівнянні з системою ПХТФЕ-ТРГ пов’язана, очевидно, з проявом 
релаксаційних складових міжфазних шарів ТРГ/30%SiO2 і ПХТФЕ-SiO2. Подібний ефект 
зростання електропровідності композитів з оксидними наповнювачами порівняно з 
електропровідністю провідного наповнювача виявлено в системах Al2O3/AgI, Al2O3/SiO2, 
AgI/SiO2, ПХТФЕ/SiO2, CuI/SiO2 [9], а також у системі пентапласт-AgI [10, 11].  

Низькі пороги перколяції в обох системах (φ1 = 0,95 % і φ2 = 0,82 %) є свідченням 
високої ефективності запропонованого способу диспергування ТРГ у спиртовому 
середовищі з наступним змішуванням сумішей наповнювача з полімером, що мають 
порівнянну густину, випаровуванням спирту та термічним пресуванням. Як показали 
електронномікроскопічні дослідження, такий спосіб ефективно сприяє диспергації та 
рівномірному розподілу диспергованих та модифікованих частинок ТРГ у середовищі 
полімерної матриці. 

Зміна нахилу кривих lgσ(T) при нагріванні від низхідної залежності в системі 
ПХТФЕ-ТРГ до зростаючої в системі ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 (рис. 2 б) пов’язане з 
посиленням напівпровідникової складової електропровідності атомів карбону ТРГ в 
системі ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2, і, ймовірно, з проявом зв’язків C-O-Si, що виникають на 
межі розділу компонентів ТРГ/30%SiO2 [7]. 

Результати дослідження температурних залежностей питомої теплоємності 
композитів систем ПХТФЕ-ТРГ та ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 з різним вмістом ТРГ 
представлені на рис. 3.  

Аналіз температурних залежностей питомої теплоємності системи ПХТФЕ-ТРГ 
дозволяє виділити два основних рефлекси на вказаних термограмах. Це свідчить про 
розшарування кристалічної структури ПХТФЕ на дві складові: низькотемпературну при 
≈ 175 – 185 °С та високотемпературну при ≈ 210 – 220 °С. Внесення нанонаповнювача зі 
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збільшенням концентрації приводить до поступового зростання температур прояву 
вказаних рефлексів при досягненні порогу перколяції (≈ 0,95 %) [7, 12] (рис. 3 а). 

Збільшення концентрації наповнювача, як в інтервалі перколяції, так і при 
перевищенні перколяційних значень демонструє припинення зростання температур 
вказаних рефлексів, які відповідають за плавлення двох складових кристалічної структури 
композиту (рис. 3. б, в). 

Така особливість температурних залежностей питомої теплоємності свідчить про 
подвійну дію нанонаповнювача на кристалічну структуру композиту [13, 14]. З одного 
боку, частинки нанонаповнювача ініціюють появу центрів кристалізації, а з іншого боку, 
наповнювач при взаємодії із полімерними ланцюгами зв’язує достатньо довгі ділянки 
макромолекул. 
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Рис. 3. Температурні залежності питомої теплоємності ср композитів систем 1 - 

ПХТФЕ, 2 - ПХТФЕ - 0,96% ТРГ, 3 - ПХТФЕ - 0,95% ТРГ/30%SiO2, 4 - ПХТФЕ - 1,55% 
ТРГ, 5 - ПХТФЕ - 1,53% ТРГ/30%SiO2, 6 - ПХТФЕ - 2,5% ТРГ і 7 - ПХТФЕ - 2,43% 

ТРГ/30%SiO2 відповідно 
 

Таким чином, така дія нанонаповнювача носить точковий характер і зі збільшенням 
концентрації таких точок стає все більше. За рахунок цього в зонах контакту полімер - 
наповнювач формуються кристаліти більшого розміру. Разом з тим, точкова фіксація 
ділянок макромолекул обмежує їх рух в периферійних зонах, тому кристалізація в цих 
зонах стає утрудненою.  



Січкар Т., Рокицький М., Рокицька Г., Благодаренко Л., Шут М. Фіз. властивості нанокомпозитів  
 

42 
 

Існування таких конкурентних факторів приводить до їх взаємної компенсації, про 
що свідчить стабілізація температур рефлексів на термограмах після досягнення та 
перевищення порогу перколяції, що підтверджується даними рис. 4. Додатковим 
підтвердженням цього є характер зміни площі рефлексів на термограмах для обох 
складових кристалічної структури матриці. 
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Рис. 4. Концентраційні залежності температури плавлення  
низькотемпературної складової систем 1 - ПХТФЕ – ТРГ та  

2 - ПХТФЕ - ТРГ/30%SiO2 (а) і високотемпературної складової систем  
1 - ПХТФЕ – ТРГ та 2 - ПХТФЕ - ТРГ/30%SiO2 (б) 

 
Аналіз концентраційних залежностей питомої теплоємності системи ПХТФЕ - 

модифікований диспергований ТРГ також дозволяє виділити два основних рефлекси. 
Внесення модифікованого нанонаповнювача із збільшенням концентрації приводить до 
поступового зростання температур прояву рефлексів до порогу перколяції та включаючи 
її інтервал (0,95 ÷ 1,55 %).  

Подвійна дія модифікованого нанонаповнювача на кристалічну складову структури 
матриці полягає в тому, що відбувається утворення більш розвиненої кристалічної 
структури в зонах взаємодії полімер - модифікований нанонаповнювач та, навпаки, певна 
аморфізація в периферійних зонах. Одночасно, збільшення концентрації модифікованого 
нанонаповнювача приводить до конкуренції росту сусідніх кристалітів та можливості 
фіксування макромолекул “з обох кінців” на частинках модифікованого 
нанонаповнювача. 

Якщо у випадку немодифікованого диспергованого ТРГ одночасна дія конкуруючих 
факторів призводить до їх взаємної компенсації і, як наслідок, стабілізування температур 
прояву рефлексів після досягнення порогу перколяції та перевищення порогу перколяції, 
то у випадку модифікованого нанонаповнювача взаємодія полімер-наповнювач 
підсилюється і при перевищенні порогу перколяції другий фактор стає переважаючим, 
що приводить до зменшення температур відповідних рефлексів практично до їх значення, 
які відповідають чистій матриці.  

Надійність викладених вище результатів підтверджується дослідженнями 
температурних залежностей ТКЛР та dα/dT композицій ПХТФЕ - ТРГ і ПХТФЕ - 
ТРГ/30%SiO2 (рис. 5). 

Як видно з рис. 5 склування аморфної складової чистого ПХТФЕ спостерігається в 
температурному інтервалі 45 ÷ 50 С, що цілком узгоджується із літературними даними 
[15]. Внесення до складу систем 0,96% ТРГ та 0,95% ТРГ/30%SiO2 призводить до 
пониження температур склування полімерної матриці, що свідчить про її розрихлення, 
що одночасно зі збільшенням температур плавлення полімерної складової (рис. 3) 
підтверджує складний характер подвійної дії модифікованого нанонаповнювача на 
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кристалізацію ПХТФЕ. При збільшенні концентрації нанонаповнювачів до значень 2,5% 
ТРГ та 2,43% ТРГ/30%SiO2 відповідно, спостерігається зростання температур склування 
полімерної матриці до значень близьких до характерних для чистого полімеру у випадку 
немодифікованого диспергованого ТРГ та до вищих значень у випадку модифікованого 
нанонаповнювача. Так температура склування полімерної матриці у складі системи 
ПХТФЕ - ТРГ/30%SiO2 змінюється від 44 до 59 С (рис. 5 б), що підтверджує вищу 
активність модифікованого ТРГ по відношенню до немодифікованого.  
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Комплексний аналіз результатів дослідження концентраційних залежностей густини 
[13, 16] і температурних залежностей питомої теплоємності та термічного коефіцієнта 
лінійного розширення дозволили встановити, що: модифікований нанонаповнювач 
проявляє більшу активність по відношенню до полімерної матриці ніж немодифікований; 
проявляється подвійна дія модифікованого нанонаповнювача на структуру матриці, яка 
полягає в утворенні потужної кристалічної структури в зонах впливу нанонаповнювача та 
аморфізації матриці в периферійних зонах; результатом аморфізації є зменшення площі 
піків температурних рефлексів на температурних залежностях питомої теплоємності та 
зміна абсолютного значення температурного коефіцієнта лінійного розширення при 
збільшенні концентрації модифікованого ТРГ. 

Висновки. В результаті проведених робіт були отримані композити систем 
ПХТФЕ-ТРГ та ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 з малим вмістом (1,55 - 3,47 %) наповнювачів (ТРГ 
та ТРГ/30%SiO2) та високими показниками тепло- та електрофізичних  властивостей. 
Композити системи ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 характеризуються вищою 
електропровідністю порівняно з системою ПХТФЕ-ТРГ, що, очевидно, пов’язано з 
проявом релаксаційних складових міжфазних шарів ТРГ/30%SiO2 та ПХТФЕ-SiO2. 
Встановлено що в залежності від концентрації нанонаповнювача структура матриці і 
системи в цілому демонструє перетворення за розміром неоднорідності. Зміна розміру 
неоднорідності структури системи пов’язана з переходом від неоднорідності, як розміру 
кристалітів, ріст яких активований нанонаповнювачем при низьких концентраціях, через 
поріг перколяції, до неоднорідностей, пов’язаних з коагуляцією наночастинок при 
концентраціях, що перевищують поріг перколяції. Встановлено, що у випадку 
нанонаповнювачів недоцільно використовувати концентрації, що значно перевищують 
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поріг перколяції, оскільки це призводить до коагуляції частинок наповнювача та 
рихлення матриці.  

Проведені дослідження тепло- та електрофізичних властивостей свідчать, що 
модифікація нанонаповнювача (ТРГ/30%SiO2) сприяє збільшенню міжмолекулярної 
взаємодії в системі наповнювач-матриця, а модифікований нанонаповнювач проявляє 
більшу активність по відношенню до полімерної матриці ніж немодифікований. 
Виявлено, що у композитах досліджуваних систем проявляється подвійна дія 
нанонаповнювача на структуру матриці, що полягає в утворенні потужної кристалічної 
структури в зонах впливу нанонаповнювача та аморфізації матриці в периферійних 
зонах.  

Таким чином, запропоновані способи поліпшення тепло- та електрофізичних 
властивостей композитів системи ПХТФЕ-ТРГ та ПХТФЕ-ТРГ/30%SiO2 засобами 
диспергування та модифікації поверхні ТРГ ультрадисперсним діелектриком - SiO2 
показали себе дієвими та дозволяють отримати нові високотехнологічні матеріали для 
приладобудування та електротехніки. 

Конфлікт інтересів і етика. Автори заявляють, що не мають конфліктів інтересів. 
Автори також заявляють про повне дотримання всіх правил етики журнальних 
досліджень, а саме щодо анонімності участі людей та/або згоди на публікацію. 
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Abstract. Polymeric nanocomposites based on polychlorotrifluoroethylene (PCTFE) with a low content of 
dispersed thermally expanded graphite TRG and modified filler TRG/SiO2, characterized by high 
electrophysical properties, were obtained. The features of the electronic structure of the composite surface have 
been investigated. The regularities of changes in the electrophysical properties of the composites depending on 
the content of fillers and temperature have been established. On the basis of studies and comparative analysis 
of the thermophysical properties (specific heat capacity cp, temperature coefficient of linear expansion ) of 
the systems, the influence of the structural morphological state of the components and their concentration, the 
level of interfacial interaction on the physical properties of nanocomposites have been investigated. 

It has been established that the modified nanofiller is more active towards the polymer matrix than the 
unmodified one. The composites exhibit a double effect of the modified nanofiller on the matrix structure, 
which consists in the formation of a powerful crystal structure in the zones of influence of the nanofiller and 
amorphization of the polymer matrix in the peripheral zones. It has been found that the amorphization of the 
matrix results in a decrease in the area of temperature reflexes peaks on the temperature dependences of the 
specific heat capacity and a change in the absolute value of the temperature coefficient of linear expansion with 
an increase in the concentration of the modified TRG. 

Keywords: polychlorotrifluoroethylene, thermally expanded graphite, silicon dioxide, electrical 
conductivity, heat capacity, linear expansion. 
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Âäîñêîíàëåííÿ ñèñòåìè îñâiòè, öå ïðèðîäíié ïðîöåñ, ÿêèé ïîêëèêàíèé ïiäãîòóâàòè
ïiäðîñòàþ÷å ïîêîëiííÿ äî òèõ óìîâ â ÿêèõ ¨ì âèïàëî æèòè, òâîðèòè i ðîçâèâàòèñü.

Çìiíè, ÿêi òîðêíóëèñÿ çàðàç íàøî¨ øêiëüíî¨ ñèñòåìè îñâiòè âiäáóâàþòüñÿ â ìåæàõ
ðåàëiçàöi¨ êîíöåïöi¨ Íîâî¨ Óêðà¨íñüêî¨ Øêîëè (ÍÓØ). I â ïóáëiêàöi¨ ìè çâåðòà¹ìî óâàãó
íà:

• âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè â ìåæàõ ðåàëiçàöi¨ êîíöåïöi¨ Íîâî¨ Óêðà¨íñüêî¨ Øêîëè;
• ïðîáëåìè, ÿêi ¹ ó â÷èòåëiâ, çîêðåìà ó â÷èòåëiâ ìàòåìàòèêè;
• åêñòðàïîëÿöiþ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà ìàéáóòí¹.

2. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè

Ìåòà äàíî¨ ïóáëiêàöi¨, çâåðíåííÿ óâàãè íà ïðîáëåìè âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè â óìîâàõ
ðåàëiçàöi¨ êîíöåïöi¨ Íîâî¨ Óêðà¨íñüêî¨ Øêîëè (ÍÓØ).

Â ìåæàõ ïiäãîòîâêè äî ïóáëiêàöi¨ íàìè, áóëà ïðîðîáëåíà òàêà ðîáîòà:

• ïðîâåäåíî áåñiäè ç ó÷èòåëÿìè ìàòåìàòèêè, òà ¨õ àíêåòóâàííÿ;
• ïðîâåäåíî àíêåòóâàííÿ ó÷íiâ;
• ïðîàíàëiçîâàíî äæåðåëà iíôîðìàöi¨ â ðîçðiçi iíôîðìóâàííÿ â÷èòåëüñòâà, ùî äî
ðåàëiçàöi¨ êîíöåïöi¨ Íîâî¨ Óêðà¨íñüêî¨ Øêîëè, òà ìåòîäèê íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè
â ÍÓØ;

• çðîáëåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç íàâ÷àëüíèõ äîñÿãíåíü ó÷íiâ ñüîìèõ êëàñiâ, ÿêi
íàâ÷àëèñü â åêñïåðèìåíòàëüíèõ i êîíòðîëüíèõ êëàñàõ;

• ïðîàíàëiçîâàíî çàâäàííÿ âèïóñêíèõ iñïèòiâ øêîëÿðiâ ãiìíàçié çà êîðäîíîì, i íà-
øèõ âèïóñêíèêiâ;

• çðîáëåíî âèñíîâêè.

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

1. Ïðîâåäåíî áåñiäè òà àíêåòóâàííÿ ó÷èòåëiâ ìàòåìàòèêè.
Ðåçóëüòàò àíêåòóâàííÿ ó÷èòåëiâ ìàòåìàòèêè âêàçó¹ íà ìîæëèâi íåâiäïîâiäíîñòi

ðåàëüíèõ ñïðàâ ó íàâ÷àííi ìàòåìàòèöi ç ïåâíèìè î÷iêóâàííÿìè.
Âiäïîâiäi ó÷èòåëiâ, íà çàïèòàííÿ äåùî ïîâòîðþþòüñÿ i ç ïîçèöi¨ åêîíîìi¨ âèêëà-

äó ìàòåðiàëó, ìè ¨õ îá'¹äíàëè, äåùî ïðîïóñòèëè, àëå íàìàãàëèñÿ çàëèøèòè àâòîðñüêó
äóìêó, i åìîöi¨.

Çàïèòàííÿ 1. Îöiíiòü ðiâåíü ïiäãîòîâêè ó÷íiâ ïî÷àòêîâî¨ øêîëè, ç ÿêèìè Âè
ïðàöþâàëè â ï'ÿòîìó êëàñi.

Âiäïîâiäi.

• Íèçüêèé. Ïåðåâàæíà áiëüøiñòü íå âîëîäi¹ íàâè÷êàìè óñíîãî ðàõóíêó, íå çíà¹
òàáëèöi ìíîæåííÿ, íå âìi¹ âèêîíóâàòè íàéïðîñòiøi ãåîìåòðè÷íi ïîáóäîâè. Âîíè
íàâiòü íå ìîæóòü îá'¹êòèâíî îöiíèòè ñâî¨ çíàííÿ.

• Ïî÷àòêîâèé òà ñåðåäíié.
• Ðiâåíü ïiäãîòîâêè äîñèòü íåïîãàíèé. Àëå ñïðèéíÿòòÿ ìàòåðiàëó äà¹òüñÿ ¨ì äóæå
âàæêî.

• Ìiæ ñåðåäíiì òà äîñòàòíiì.
• Ñåðåäíié, äîñòàòíié, âèñîêèé.

Çàïèòàííÿ 2. ×è ïîòðiáíî, çìiíþâàòè ïiäõîäè äî âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè â ïî÷à-
òêîâié øêîëi? ßê ñàìå?

Âiäïîâiäi.
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• Òàê. Äèôåðåíöiéîâàíèé ïiäõiä ìîæëèâèé, àëå íå íà óðîöi, à â ðàìêàõ ïàðàëåëåé.
• Îäíîçíà÷íî çìiíþâàòè ïîòðiáíî. Äiòè âiäíiìàòè íå âìiþòü, à ùî âæå ãîâîðèòè
ïðî òàáëèöþ ìíîæåííÿ òà ìîæëèâiñòü äiëèòè ó ñòîâï÷èê.

• Òàê. Ñëiä ïîñèëèòè ðîáîòó ùîäî âiäïðàöþâàííÿ ïðàêòè÷íèõ íàâè÷îê âèêîíà-
ííÿ ñòàíäàðòíèõ çàâäàíü: äi¨ ç ÷èñëàìè, àíàëiç óìîâè çàäà÷i òà ïëàíóâàííÿ ¨¨
ðîçâ'ÿçóâàííÿ, âñòàíîâëåííÿ çâ'ÿçêiâ ìiæ ìàòåìàòè÷íèìè âåëè÷èíàìè.

• Òàê. Ñëiä âèêîíóâàòè ïðàêòè÷íi çàâäàííÿ ç ðîçâèòêó íàâè÷îê îá÷èñëåííÿ, à òà-
êîæ âñòàíîâëåííÿ ëîãi÷íèõ çâ'ÿçêiâ ó ïðîöåñi ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷.

• Òàê. Ïîòðiáíî ïðèäiëÿòè áiëüøå óâàãè ïðàêòè÷íîìó çàñòîñóâàííþ çíàíü.
• Òàê. Äiòè íå çíàþòü òàáëèöþ ìíîæåííÿ.
• Òàê. Â ïî÷àòêîâié øêîëi ïîòðiáíî ââåñòè áàëüíå îöiíþâàííÿ.
• Êàðäèíàëüíî ìiíÿòè íå ïîòðiáíî.
• Íå ïîòðiáíî.

Çàïèòàííÿ 3. ×è ïîòðiáíi ó÷èòåëÿì îði¹íòîâíi íàâ÷àëüíi ïðîãðàìè, i êàëåíäàð-
íi òåìàòè÷íi ïëàíóâàííÿ çà àâòîðñòâîì ðîçðîáíèêiâ âiäïîâiäíèõ ìîäåëüíèõ ïðîãðàì i
ïiäðó÷íèêiâ ç ìàòåìàòèêè?

Â îñíîâíîìó, âiäïîâiäü, � òàê.
Çàïèòàííÿ 4. Ç ÿêèìè ïðîáëåìàìè çiòêíóëèñü â÷èòåëi ìàòåìàòèêè â 5 � 6 êëàñàõ,

ÿêi ïðàöþþòü â ÍÓØ?
Âiäïîâiäi.

• Äåÿêi ó÷íi íå îòðèìàëè áàçîâèõ çíàíü òà óìiíü. Íàïðèêëàä, äiòè íå óìiþòü
ïðàöþâàòè â êîëåêòèâi, â÷èòèñü ñàìîñòiéíî, âiä÷óòòÿ óðîêó òà ïåðåðâè, ó íèõ
îäíàêîâi. Òà é ó ìàòåìàòè÷íèõ ïîíÿòòÿõ âîíè íå ðîçóìiþòüñÿ. Áiëüøiñòü iç íèõ
ïðàöþþòü ïî àíàëîãi¨.

• Äiòè íå ïiäãîòîâëåíi ó ïëàíi åëåìåíòàðíèõ íàâè÷îê ó âèêîíàííi àðèôìåòè÷íèõ
äié, êîìïîíåíòè â íàéïðîñòiøèõ ÷èñëîâèõ âèðàçàõ âèçíà÷àþòü íåïðàâèëüíî, ïðî
ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü íàâiòü ìîâà íå éäå ... .

• Íèçüêèé ðiâåíü çíàíü ç ìàòåìàòèêè.
• Äiòè íå çíàþòü òàáëèöþ ìíîæåííÿ, íå ìîæóòü çîñåðåäèòèñü, íå ìîæóòü ïðàöþ-
âàòè â êîìàíäi.

• Ìàëî ãîäèí âiäâåäåíî íà âèâ÷åííÿ ìàòåðiàëó, ðîçóìiííÿ i âìiííÿ ðîçâ'ÿçóâàòè
çàäà÷i.

• Äiòè íå ìàþòü íàâè÷îê äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, À îñîáëèâî ìíîæåííÿ i äiëåííÿ.
Äåÿêi ó÷íi âòðà÷àþòü ìîòèâàöiþ ÷åðåç íåçðîçóìiëi çàâäàííÿ.

• Äëÿ òîãî ùîá ôîðìóâàòè ó äiòåé ìàòåìàòè÷íó êîìïåòåíòíiñòü, ïîòðiáíî ùîá
äèòèíà âîëîäiëà îñíîâíèìè ìàòåìàòè÷íèìè ïîíÿòòÿìè òà îá÷èñëþâàëüíèìè íà-
âè÷êàìè, âìiëà àíàëiçóâàòè óìîâó çàäà÷i, à âîíè ó 5-ìó êëàñi öüîãî íå âìiþòü,
òàêîæ äiòè âàæêî ïåðåõîäÿòü íà áàëüíå îöiíþâàííÿ.

• Íå äîñòàòíié ðiâåíü ïiäãîòîâêè, äiòè ñëàáî îði¹íòóþòüñÿ â íàâ÷àëüíîìó ìàòåði-
àëi, ìàþòü íåñòiéêi îá÷èñëþâàëüíi íàâè÷êè, âàæêî âñòàíîâëþþòü çâ'ÿçêè ìiæ
âiäîìèìè i íåâiäîìèìè ìàòåìàòè÷íèìè âåëè÷èíàìè íåìà¹ ïîâíîöiííî¨ ïiäòðèì-
êè, ðîçäàòêîâèõ ìàòåðiàëiâ.

• Äiòè íå äèñöèïëiíîâàíi, íå âìiþòü âèñëîâëþâàòè ñâîþ äóìêó, íå â÷àòü ïðàâèëà.
• Ó÷íi íå ðîçóìiþòü óìîâè òåêñòó çàäà÷, ¨ì ñêëàäíî äiëèòè, ïðîáëåìè ç ðiâíÿííÿ-
ìè.

• � ïðîáëåìè ç ôîðìóâàëüíèì îöiíþâàííÿì.
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Çàïèòàííÿ 6. ßêîþ Âè áà÷èòå ñó÷àñíó ñèñòåìó ìàòåìàòè÷íî¨ îñâiòè â Óêðà¨íi?
Ùî íà âàøó äóìêó ïîòðiáíî çìiíèòè?

Âiäïîâiäi.

• Ïîòðiáíî çáiëüøèòè êiëüêiñòü ãîäèí íà âèâ÷åííÿ ìàòåìàòèêè.
• Ïîòðiáíî çáiëüøèòè êiëüêiñòü ïðèêëàäíèõ çàäà÷. Ìîæëèâî äîöiëüíèìè áóäóòü
çáiðíèêè ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ïiä ïiäðó÷íèêè.

• Øêîëè ïîâèííi ìàòè íàëåæíå òåõíi÷íå i äèäàêòè÷íå çàáåçïå÷åííÿ äëÿ âèêëà-
äàííÿ ìàòåìàòèêè, ìà¹ áóòè çáiëüøåíî êiëüêiñòü ÿêiñíèõ çàâäàíü ïðèêëàäíîãî
ñïðÿìóâàííÿ â íàâ÷àëüíié ëiòåðàòóði. Ìà¹ ïðîâîäèòèñü ïëàíîâà, ñåðéîçíà ðîáîòà
ç ïiäãîòîâêè ó÷èòåëiâ äî íàâ÷àííÿ äiòåé ìàòåìàòèöi â óìîâàõ ÍÓØ.

• Ïîòðiáíî ôîðìóâàëüíó ñèñòåìó îöiíþâàííÿ ìîäèôiêóâàòè â íàêîïè÷óâàëüíó ñè-
ñòåìó îöiíþâàííÿ.

• Õî÷åòå çàöiêàâèòè äiòåé, òî ââåäiòü äîäàòêîâèé óðîê äëÿ iíòåðàêòèâíèõ iãîð, àëå
æ íå íà óðîöi ãðàòèñÿ.

• Ïîêè-ùî âñå âëàøòîâó¹.

Çàðàç â òðåíäi ôîðìóâàëüíå îöiíþâàííÿ, i ó÷èòåëi ìàþòü ç öèì ïåâíi ïðîáëåìè.
Îñîáèñòî ìè, çà íàêîïè÷óâàëüíå îöiíþâàííÿ â óìîâàõ ñó÷àñíî¨ øêîëè.
� ñåìåñòð ÷è ÷åòâåðòü (íå ïðèíöèïîâî). � ïåâíi êîìïåòåíöi¨, ÿêi ó÷åíü íàáóâà¹

âïðîäîâæ îïðàöþâàííÿ âèçíà÷åíèõ òåì â ñåìåñòði. Âïðîäîâæ öüîãî îïðàöþâàííÿ âií:
âiäïîâiäà¹ áiëÿ äîøêè ïèøå ñàìîñòiéíi, êîíòðîëüíi ðîáîòè i îòðèìó¹ çà öå áàëè. Íà-
ïðèêëàä ðàçîì 100 áàëiâ � êîìïåòåíòíèé íà 100%, íó i òàì õòî ìåíøå. Â êiíöi ðîêó
ïîðàõóâàëè ñåðåäí¹ i âèçíà÷èëè éîãî ðiâåíü êîìïåòåíòíîñòi ç ìàòåìàòèêè çà ðiê.

Òîäi õîòü-ùîñü öÿ äèòèíà i ¨¨ áàòüêè áóäóòü óÿâëÿòè ïðî ðiâåíü ïiäãîòîâêè. À òàê,
âîíè ïðèõîäÿòü â êiíöi îäèíàäöÿòîãî êëàñó äî ðåïåòèòîðà i êàæóòü, � ¾ ... â íàñ ç
ìàòåìàòèêè 10, íàì áè óçàãàëüíèòè ìàòåðiàë i ãàðíî çäàòè ÍÌÒ¿.

Ïðè ïåðøîìó çíàéîìñòâi ç öèì ó÷íåì, ÿê ïðàâèëî â ïðèñóòíîñòi éîãî áàòüêiâ âè-
ÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ó÷åíü íå çíà¹, ... íå âìi¹ ... .

Çàïèòàííÿ, ùî ðîáèòè, ÷îìó òàê, ... . Çâiñíî, çíà÷íîþ ìiðîþ â öüîìó âèííi áàòüêè.
Îïèøåìî òàêó ñèòóàöiþ, ÿêà ñïîñòåðiãàëàñü íàñïðàâäi.

Ìàòè îäíîãî ó÷íÿ øîñòîãî êëàñó, â äåÿêié øêîëi ñïiëêó¹òüñÿ ç ïåâíèì â÷èòåëåì
ìàòåìàòèêè:

� Ïîñòàâòå ìî¹ìó, íàïðèêëàä, Âàäiêó 10.
� Òà ÿê ÿ éîìó ìîæó ïîñòàâèòè ... òîãî íå çíà¹, òå íå âìi¹, ... . ßê ÿ áóäó âèãëÿäàòè

â î÷àõ ó÷íiâ êëàñó? ...
I âiäáóâà¹òüñÿ òàêà ïîëåìiêà.
Ïðèêiíöåâå ñëîâî ìàìè. Ïðÿìà ìîâà, ¾Âè ïîñòàâòå éîìó 10, à ÿêùî ìåíi áóäå

ïîòðiáíî, ùîá âií çíàâ, ÿ çíàéäó éîìó â 11 êëàñi ðåïåòèòîðà i âií áóäå çíàòè ... ¿.
Â ñó÷àñíèõ óìîâàõ ìîíiòîðèíã ðiâíÿ êîìïåòåíòíîñòi ó÷íiâ íà çàãàëüíîäåðæàâíîìó

ðiâíi, íà îñíîâi íàêîïè÷óâàëüíîãî îöiíþâàííÿ, ìè äóìà¹ìî, çäiéñíèòè ìîæíà.
Ïîòðiáíî çðîáèòè òàêèé çàãàëüíèé Âñåóêðà¨íñüêèé êëàñíèé æóðíàë, â ÿêèé âíî-

ñèëèñü áè îöiíêè ó÷íÿ â ðåæèìi ðåàëüíîãî ÷àñó.
� öåíòðè ïðîôåñiéíîãî ðîçâèòêó ïåäàãîãi÷íèõ ïðàöiâíèêiâ, îáëàñíi, ðàéîííi âiääi-

ëè îñâiòè òàì ¹ ñïåöiàëiñòè, ÿêùî íåìà, òî ¹ óíiâåðñèòåòè, òàì òî÷íî ¹. Â êiíöi ñåìåñòðó,
âèáiðêîâî, âèáðàëè øêîëè, ñêiëüêè ìîæíà îõîïèòü, ïðè¨õàëè, äàëè äiòÿì ïiäñóìêîâi
êîíòðîëüíi ðîáîòè, ÿêi ñôîðìóâàëè, íàïðèêëàä, â ìiíiñòåðñòâi, òi õòî äàâàâ ñàìi æ ïå-
ðåâiðèëè, i çàíåñëè â òîé ñàìèé æóðíàë ó âiäïîâiäíó ãðàôó ïîðÿä ç îöiíêîþ ó÷èòåëÿ.
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Òîäi áóäå âèäíî ñèòóàöiþ â êðà¨íi. I öå ðîáèòè ïîòðiáíî íå ëèøå ç ìàòåìàòèêè, à
é òàêèõ äèñöèïëií ÿê: ôiçèêà, õiìiÿ, ... � ñòðàòåãi÷íèõ ïðåäìåòiâ, âiä ÿêèõ çàëåæèòü
iñíóâàííÿ äåðæàâè.

2. Ïîáà÷èâøè öþ ñèòóàöiþ ïðî ÿêó ìè îïèñàëè âèùå, ìè ïðîâåëè àíêåòóâàííÿ
ó÷íiâ â ðîçðiçi âïëèâó öèôðîâiçàöi¨ ñåðåäîâèùà, ÿêå îòî÷ó¹ ó÷íÿ íà éîãî êîìïåòåíòíi-
ñíèé ðiâåíü ç ìàòåìàòèêè. Äóìàëè, ùî ïðîáëåìà â òîìó, ùî ó÷íi âåëèêó ÷àñòèíó ÷àñó
âèòðà÷àþòü íà ñîöiàëüíi ìåðåæi, êîìï'þòåðíi iãðè i ò.ä.

Â ðåçóëüòàòi îòðèìàëè íàñòóïíi âèñíîâêè.

• Îðãàíiçîâàíèé ó÷åíü íå âiä÷óâà¹ íåãàòèâíîãî âïëèâó öèôðîâèõ òåõíîëîãié íà
ñâié ðiâåíü íàâ÷àëüíèõ äîñÿãíåíü, íàâïàêè, ñàìîñòiéíî, àáî ñêåðîâàíèé ó÷èòåëåì,
÷è ðiäíèìè âií âèêîðèñòîâó¹ ¨õ ç ìåòîþ ïîëiïøåííÿ ñâî¨õ çíàíü ïåðåãëÿäàþ÷è
ïåâíi íàóêîâî-ïîïóëÿðíi, àáî íàâ÷àëüíi ôiëüìè òà ïåðåäà÷i.

• Ïiäáið íàâ÷àëüíîãî êîíòåíòó ìà¹ áóòè êåðîâàíèì.
• Êîìï'þòåðíi iãðè íåãàòèâíî âïëèâàþòü íà ðiâåíü íàâ÷àëüíèõ äîñÿãíåíü ó÷íiâ
êëàñiâ, òîìó ÷àñ ãðè ìà¹ áóòè ðåãëàìåíòîâàíèé.

• Âiäïîâiäíî äî ñó÷àñíèõ êðèòåði¨â îöiíþâàííÿ øêîëà ìîæå â ìàñi çàáåçïå÷èòè
ñåðåäíié ðiâåíü çíàíü ó÷íÿ ç ìàòåìàòèêè.

• Ó÷íi, ÿêi ìàòü âèñîêèé ðiâåíü çíàíü ç ìàòåìàòèêè, ó ñâî¨é ïåðåâàæíié áiëüøîñòi
çàéìàþòüñÿ ç ðåïåòèòîðàìè, à òàêîæ, ÿê ïðàâèëî, âiäâiäóþòü ñïîðòèâíi ñåêöi¨.

3. Â ìåæàõ íàøîãî äîñëiäæåííÿ íàìè òàêîæ ïðîàíàëiçîâàíî äæåðåëà iíôîðìàöi¨ â
ðîçðiçi iíôîðìóâàííÿ â÷èòåëüñòâà, ùî äî ðåàëiçàöi¨ êîíöåïöi¨ Íîâî¨ Óêðà¨íñüêî¨ Øêîëè,
òà ìåòîäèê íàâ÷àííÿ ìàòåìàòèêè â ÍÓØ.

Òàê, ¹ ñàéòè, ÿêi ñòîñóþòüñÿ îðãàíiçàöi¨ íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó â ÍÓØ
Ñàéò ÌÎÍ

Ñàéò ÍÓØ

Àëå äóæå ìàëî iíôîðìàöi¨ ïðî ìåòîäèêó âèêëàäàííÿ îêðåìèõ ïðåäìåòiâ, íàïðè-
êëàä, ìàòåìàòèêè â óìîâàõ ÍÓØ.

� òàêîæ ëiòåðàòóðà, ÿêà ïîçèöiîíó¹òüñÿ ÿê òàêà, ùî ìiñòèòü âiäïîâiäi íà çàïèòàííÿ
ó÷èòåëÿ, à ïî ôàêòó íå äóæå äîïîìàãà¹. [2]
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Õî÷à, çâiñíî, àâòîðè ïðîðîáèëè âåëèêó ðîáîòó. Àëå íà ìîþ äóìêó òàêà ëiòåðàòóðà
ìà¹ ïðîõîäèòè äîñèòü ñåðéîçíå ðåöåíçóâàííÿ, îñêiëüêè ñòîñó¹òüñÿ ïðîåêòó çàãàëüíî-
óêðà¨íñüêîãî ðiâíÿ.

4. Òàêîæ íàìè çðîáëåíî ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç íàâ÷àëüíèõ äîñÿãíåíü ó÷íiâ ñüîìèõ
êëàñiâ, ÿêi íàâ÷àëèñü â åêñïåðèìåíòàëüíèõ (iíòåëåêò, ÍÓØ) i êîíòðîëüíèõ êëàñàõ.

Ñïiëêóþ÷èñü ç ó÷èòåëÿìè, ïðåäñòàâíèêàìè àäìiíiñòðàöié øêië, ìîæíà çðîáèòè
âèñíîâîê, ùî ðiâåíü íàâ÷àëüíèõ äîñÿãíåíü ó÷íiâ, â îñíîâíîìó çàëåæèòü âiä ïiäáîðó
ó÷íiâ â êëàñàõ, êîìïåòåíòíîñòi â÷èòåëiâ i âæå ìåíøîþ âiä ðåøòè ôàêòîðiâ.
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5. Íà çàâåðøåííÿ íàìè ïðîàíàëiçîâàíî çàâäàííÿ âèïóñêíèõ iñïèòiâ øêîëÿðiâ ãiì-
íàçié çà êîðäîíîì, i íàøèõ âèïóñêíèêiâ. Çàâäàííÿ ÿêi ïðîïîíóâàëèñü íàøèì âèïóñêíè-
êàì íà ÇÍÎ i íàðàçi ïðîïîíóþòüñÿ íà ÍÌÒ ìè çíà¹ìî.

Çà ïîñèëàííÿì Mathematik, Normales Niveau íàâåäåíî âàðiàíò çàâäàíü, ÿêi ïðîïî-
íóþòüñÿ âèïóñêíèêàì â Øâåéöàði¨, íàïðèêëàä, ïåðøå çàâäàííÿ îäíîãî ç âàðiàíòiâ.

Âîíè íàáàãàòî ñêëàäíiøi çà íàøi.
I, ùîá íàøi âèïóñêíèêè áóëè êîíêóðåíòíî-çäàòíèìè, íà íàøó äóìêó, ïîòðiáíî ïðî-

äîâæóâàòè ïðàöþâàòè â ïëàíi ïîøóêó åôåêòèâíî¨ îðãàíiçàöi¨ íàâ÷àëüíîãî ïðîöåñó. Ïî-
òðiáíî ïðèäóìàòè éîãî òàêèì, àáî æ ïåðåéíÿòè, ùîá íàøi øêîëÿði áóëè íà ðiâíi ç ñâî¨ìè
îäíîëiòêàìè ç ïðî äåðæàâ.

Âèñíîâêè. Ðiâåíü íàâ÷àëüíèõ äîñÿãíåíü ó÷íiâ, â îñíîâíîìó çàëåæèòü âiä ïiäáîðó
ó÷íiâ â êëàñàõ, êîìïåòåíòíîñòi â÷èòåëiâ i âæå ìåíøîþ ìiðîþ âiä ðåøòè ôàêòîðiâ.

Êîíôëiêò iíòåðåñiâ i åòèêà. Äåÿêi ðåçóëüòàòè âèêëàäåíi âèùå, áóëè ïðåäñòàâëå-
íi íà âñåóêðà¨íñüêîìó êðóãëîìó ñòîëi ¾Ìàòåìàòè÷íà îñâiòà + ÍÓØ***. Çàäà÷à ç òðüîìà
çiðî÷êàìè¿, ùî îðãàíiçîâóâàâ ¾Iíñòèòóò ìîäåðíiçàöi¨ çìiñòó îñâiòè¿.

Ïîäÿêè.Õî÷åìî âèñëîâèòè ïîäÿêè òèì ó÷èòåëÿì ìàòåìàòèêè, òà ó÷íÿì, ÿêi áðàëè
ó÷àñòü â ïðîïîíîâàíèõ íàìè àíêåòóâàííÿõ i âèñëîâèëè ñâîþ âëàñíó òî÷êó çîðó. Àâòîðè
çàÿâëÿþòü ïðî âiäñóòíiñòü ñïåöiàëüíîãî ôiíàíñóâàííÿ öi¹¨ ðîáîòè.
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Bilyk M., Kalashnikova Ye., Kalashnikov I. Studying mathematics at the NUS

Abstract. In this publication, we pay attention to the problems of learning mathematics
in the context of the implementation of the concept of the New Ukrainian School.

During preparation for publication, the following work was done. Conversations with
mathematics teachers and their questionnaires were conducted. A survey of students was
conducted. Sources of information in terms of informing teachers about the implementati-
on of the concept of the New Ukrainian School and methods of teaching mathematics at
the National University of Ukraine were analyzed. A comparative analysis of educational
achievements of seventh-grade students who studied in experimental and control classes was
made. The tasks of the �nal exams of high school students abroad and our graduates were
analyzed.

Keywords: methods of teaching mathematics, questionnaires, New Ukrainian School.
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Анотація. У роботі обговорено особливості змісту, структури та методики 

навчання вибіркового модуля «Веб-технології» для учнів профільної школи. 
Вивчення вебтехнологій у школі не лише забезпечує учнів базовими 
знаннями про створення вебсайтів та вебдодатків, але й сприяє розвитку 
критичного мислення, творчого підходу та технічних навичок, які є 
необхідними у сучасному цифровому світі. В статті здійснено аналіз 
основних навчальних матеріалів посібників для навчання старшокласників 
вебтехнологій, розкрито основні концепції вибіркового модуля та висвітлені 
основні проблеми, на які слід звернути увагу в процесі навчання. Розглянуті 
у статті навчальні посібники з вебтехнологій містять матеріал практичного 
спрямування, також автори прагнули подати короткий та змістовний 
теоретичний навчальний матеріал в достатньому обсязі для самостійного 
вивчення вибіркового модуля “Веб-технології” учнями профільної школи 
закладів загальної середньої освіти в умовах сучасності. 

Ключові слова: методика навчання інформатики, вибірковий модель “Веб-
технології”, навчання учнів профільної школи.  
 

 
 

 
1. Вступ 

Сучасна українська школа розбудовується на засадах особистісно зорієнтованого, 
компетентнісного й діяльнісного підходів. Навчання інформатики, згідно чинних 
програм і підручників, відповідно до освітнього Державного стандарту, істотно змінює 
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акценти в побудові організації навчального процесу у бік активного застосування 
сучасних цифрових освітніх технологій. У час Інтернет-технологій, зокрема і 
вебтехнологій, багато аспектів нашого життя переноситься в мережу, прискорюючи тим 
самим темпи розвитку інформаційного суспільства, долаючи географічні бар’єри, 
дозволяючи розвивати та навчати учнів загальної середньої освіти під час проведення 
онлайнових уроків інформатики. 

Особливо важливим у цьому контексті є навчання учнів основам вебтехнологій. 
Вивчення вебтехнологій у школі не лише забезпечує учнів базовими знаннями про 
створення вебсайтів та вебдодатків, але й сприяє розвитку критичного мислення, 
творчого підходу та технічних навичок, які є необхідними у сучасному цифровому світі. 
Розвиток цифрових технологій зумовлює появу нових професій: SMM-менеджер, PR-
менеджер, спеціаліст з IT-технологій, верстальник, дизайнер та інші. Однією із 
найкреативніших та найзатребуваніших у IT-сфері вважаються професії, які пов’язані зі 
створенням і розробкою вебсайтів та вебдодатків. Вже кілька років вони займають 
почесне місце в «топ-5» на ринку затребуваних вакансій. Серед нових понять, методів та 
задач особливе місце займає вивчення вебтехнологій, що є особливо актуальним для 
старшокласників. 

Вивчення вибіркового модуля “Веб-технології” у профільній школі дозволяє учням 
здобути необхідні знання та навички, які вони можуть використовувати у майбутньому 
для реалізації своїх професійних амбіцій у сфері веброзробки. 

 
 

2. Постановка завдань 
Учні базової і профільної школи згідно програми з інформатики вивчають основи 

вебтехнологій та графічного дизайну, які є одними з провідних напрямків інформаційних 
технологій, що наразі розвивається найбільш динамічно. Навчальні модулі шкільної 
програми з інформатики «Веб-технології» та «Графічний дизайн» є сучасними, 
корисними і допоможуть учням 10-11 класів у визначенні та виборі майбутньої професії. 
Окрім теоретичного і практичного навчального матеріалу, учні ознайомлюються з 
сучасними інтерактивними освітніми напрямками вивчення основ веб-дизайну з 
графічним поєднанням та анімацією. 

Питання вирішення проблематики методичних особливостей навчання 
вебтехнологій учнів закладів загальної середньої освіти в сучасних школах визначали та 
досліджували такі провідні дослідники і педагоги сучасності, як Н. Морзе, О. Барна, 
І.Завадський, О.Коршунова,  Й. Ривкінд, В. Шакотько та багато інших науковців та 
вчителів. 

Мета статті: проаналізувати методичні особливості подання навчального 
матеріалу з вебтехнологій у підручниках та посібників для учнів профільної школи. 

 
 

3. Основні результати 
Уміння розробляти та створювати якісні, сучасні і цікаві вебсайти наразі стає 

однією з найважливіших складових інформаційної культури людини, адже від того, як 
вона зможе представити у світовому інформаційному просторі себе, коло своїх 
професійних та особистих інтересів, або ж реалізувати в Інтернеті той чи інший проект, 
пов’язаний із професійною діяльністю, багато в чому залежить успішність її кар’єри. 

Саме такі вміння вже не пов’язані з певною професією, вони необхідні для будь-
якого активного члена сучасного суспільства, і тому навчання основам вебтехнологій є 
однією зі складових базового курсу інформатики в середній школі. 
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Доцільно зазначити, що у більшості діючих програм з інформатики відповідної 
теми не передбачено, а отже, найпоширенішою формою викладання у школі основ 
вебтехнологій може стати проведення курсу за вибором. 

Методика навчання вебтехнологій полягає у розробці учнями індивідуальних 
проектів. Тобто під час вивчення вибіркового модуля «Веб-технології» вчитель 
використовує метод проектів. 

Г. Ісаєва у своїй роботі «Метод проектів – ефективна технологія навчання» 
визначає метод проектів як педагогічну технологію, що зорієнтована не на інтеграцію 
фактичних знань, а на їх застосування і набуття нових (часто шляхом самоосвіти) [1]. 

А. Нісімчук, О. Падалка, О. Шпак наводять «поняття технологій навчання як 
законовідповідну педагогічну діяльність, яка реалізує науково обґрунтований проект 
дидактичного процесу і володіє більш високим ступенем ефективності, надійності та 
гарантованості результату, ніж це має місце при традиційних методиках навчання» [4]. 

Розвиток комп’ютерних та вебтехнологій неминуче призводить до інформатизації 
всіх видів навчальної діяльності, в більшості – створення інформаційно-навчального 
простору. 

С. Науман у своїй статті аналізує результати дослідження різних стилів навчання, 
їх технологічних переваг та їх академічну успішність [3]. 

Варто проаналізувати підручник «Основи веб-технологій та дизайну». Він 
розрахований на проведення 35-годинного навчального курсу, протягом якого учні 
мають виконати 11 практичних робіт (на кожну з них слід відвести 20-25 хвилин). 

Окрім цих робіт, які підсумовують результати вивчення тієї чи іншої теми, 
передбачені численні вправи з покроковим описом дій, виконуваних учнями за 
комп'ютером. Кожний розділ книжки також містить тест із дванадцяти запитань та 
завдання для самостійного виконання. 

Слід зазначити, що у навчальній літературі поняття вебтехнологій часто 
підмінюється поняттям вебпрограмування та супутніх технологій. Даний посібник у 
цьому контексті є винятком, адже в ньому значну увагу приділено просторовому і 
колірному оформленню вебсторінок, дизайну інформаційного наповнення сайту та 
іншим питанням, пов'язаним із художніми аспектами розробки вебресурсів. Варто 
встановити, що робота вебдизайнера неможлива без володіння певним технічним 
мінімумом. Тому у виданні детально й ґрунтовно висвітлюються такі теми, як основи 
мови HTML, графіка, подання на веб-сторінках аудіо- та відеоінформації, використання 
графічного редактора веб-сайтів тощо. 

Модульна структура посібника дозволяє поділити матеріал за рівнями складності, 
гнучко пристосовуючи обсяг та глибину курсу до специфіки навчального закладу. Так, 
для закладів гуманітарного профілю курс може бути обмежений вивченням 1 і 7 розділів 
посібника, в яких розглядається процес автоматизованого створення веб-ресурсів та 
художній дизайн сайтів. 

Задля більшості інших закладів доцільним буде також вивчення розділів 2-4 та 6, 
де описується мова HTML, використання графіки, звуку та відео на веб-сторінках і 
робота з Microsoft FrontPage – графічним редактором вебсайтів. Варто встановити, що 
задля закладів інформаційно-технологічного профілю призначено ще й розділ 5, у якому 
викладено основи динамічного HTML. 

Акумулювавши власний та чужий досвід викладання вебтехнологій, спрямувавши 
значні зусилля на те, щоб зробити матеріал посібника доступним, сучасним і необхідним 
українській школі, автори водночас усвідомлюють, що як перше видання ця книжка є 
далекою від досконалості, й тому сподіваються на активну співпрацю з тими, хто 
використовуватиме посібник у своїй педагогічній роботі та навчальній практиці. 
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Для вивчення вибіркового модуля «Веб-технології» рекомендуємо вчителям 
інформатики використовувати навчальні підручники та посібники різних українських 
авторів. 

Навчальний посібнику Н. Речич «Інформатика. Вебтехнології» складається з п’яти 
розділів і містить основні теоретичні відомості про онлайн-інструменти для розробки 
структури сайту, опис базових тегів мови HTML, алгоритми проєктування та створення 
сайту, початкові відомості з вебпрограмування, приклади застосування базових правил 
ергономіки сайту та пошукової оптимізації тощо; також він містить ряд ключових 
понять, які вивчають діти. До цих понять відноситься: візуалізація даних, персоналізація 
сайтів, синемаграфіка, особисті блоги, комерційні сайти, форуми, вебсервіси, 
інформаційна структура сайта, гіпертекст, теги, каскадні таблиці стилів, медіа-запити, 
адаптивні сайти, анімовані зображення, мультимедіа, об’єктна модель документа, 
вебсторінка, вебпрограмування, вебхостинг та багато інших [7].  

В першому розділі «Напрямки та інструменти вебдизайну» учні знайомляться із 
сучасними тенденціями вебдизайну, класифікацією та структурою сайтів. Учні 
отримують відомості про види цільової аудиторії; дізнаються про сервіси для роботи із 
спеціальними медіа та інструментами веброзробника. 

В другому розділі «Проектування та верстка вебсторінок» описується про 
проектування та верстку сайту. 

В третьому розділі «Графіка та мультимедіа для вебсередовища» учні 
продовжують вивчати верстку сайту, але вже детальніше (статичні зображення, 
анімаційні ефекти, підключення аудіо- та відео-файлів до сайту). 

У четвертому розділі «Вебпрограмування» учні приділятимуть увагу тому як 
виглядає їх сайт із позицій бекенда, тобто, з боку сервера. 

В п’ятому розділі «Основи дизайну та просування вебсайта» вивчатимуть базові 
правила ергономіки сайту й пошуку оптимізації. 

Цей посібник також містить 12 практичних робіт, що дають змогу опрацювати 
навчальний матеріал. 

Навчальний посібник «Веб-технології та веб-дизайн» авторів О. Трофименко, О. 
Козіна, О. Задерейко, О. Плачінда містить багато вправ та прикладів для вивчення 
вибіркового модуля «Вебтехнології». Автори намагалися показати специфіку сучасних 
інструментів веб-дизайну та можливості створення сайту з урахуванням аналізу та 
оптимізації сайту. 

Навчальний посібник присвячено теоретичним і практичним аспектам 
вебтехнології та вебдизайну. Наведено опис основних засобів HTML та CSS для 
проектування, макетування й редагування веб-сайтів. Містить численну кількість 
прикладів працездатного HTML та CSS коду з демонстрацією структурування та 
форматування тексту й табличних даних, вбудовування зображень на веб-сторінці, 
розміщення медіаконтенту, створення форм, засобів позиціонування об’єктів тощо. 
Детально розглянуто специфіку застосування сучасних онлайн вебконструкторів сайтів 
(наприклад, WordPress). Приділено увагу етапам розроблення сайту, засобам 
формування адаптивного вебдизайну сторінок, різним видам верстки вебсторінок, 
вимогам до якості контенту при інформаційному наповненні сайту, сучасним тенденціям 
та стильовим рішенням у вебдизайні. Сформульовані вимоги, підходи й специфіка 
аналізу та оптимізації роботи сайтів як важливого етапу у підтримці вебсайту [8]. 

Посібник містить сім розділів. Перший розділ – це опис засобів мови HTML, опис 
предмету і задач дисципліни, історія появи мови, засобів створення веб-сторінок, 
атрибути тегів, заголовки, вирівнювання та форматування тексту. Другий розділ 
присвячений вивченню засобів стильного форматування вмісту веб – сторінок сайту – 
CSS (каскадної таблиці стилів). Третій розділ містить матеріал щодо застосовування 
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сучасних онлайн вебконструкторів сайтів. З їх допомогою можна створити сайт без 
володіння спеціальних знань (що є дуже зручним для учнів 8-9 класу базової школи ). 

У четвертому розділі увага приділяється етапам розробки сайту: 
–  проектуванню інтерфейсу майбутнього ресурсу; 
–  складанню технічного завдання; 
–  розробці дизайну сайту; 
–  тестуванню; 
–  перенесенню сайта на хостинг. 
П’ятий розділ присвячений способам та засобам розмітки веб – документів таким 

як таблична верстка, фреймова верстка, блокова верстка, семантична верстка, розмітка 
флексбоксами, концепція адаптивного веб-дизайну. 

Шостий розділ описує елементи та принципи вебдизайну, які визначають правила 
взаємодії всіх елементів вебсайту. 

Сьомий розділ містить складові та специфіку аналізу роботи як найважливішого 
етапу у підтримці вебсайту. Основні складові аналізу роботи сайту, юзабіліті-аналіз, біла 
оптимізація сайту, сіра оптимізація сайту, помаранчева оптимізація сайту, інструменти 
для веб-аналітики, плагіни веб-розробника- ці всі теми містяться у цьому розділі. 

Для кращого сприйняття навчального матеріалу та формування практичних 
навиків, після кожного розділу у навчальному посібнику «Веб-технології та веб-дизайн»  
розміщені запитання для самоконтролю знань. 

Автори О. Пасічник, О. Пасічник, І. Стеценко навчального посібника «Основи веб-
дизайну» подають навчальний матеріал з орієнтацією на проведення 35-годинного 
навчального модуля «Веб-технології», протягом якого учні мають виконати 11 
практичних робіт (на які відводиться 20-25 хвилин). Окрім практичних, передбачені ще 
численні вправи з покроковим описом дій, які виконуватимуться учнями за допомогою 
комп’ютера. Кожен розділ у підручнику закінчується тестом із дванадцяти запитань та 
завдань для самостійної роботи [6]. 

Модульна структура посібника дозволяє розділити матеріал по рівнях складності, 
адаптуючи обсяг та глибину курсу в залежності від специфіки навчального закладу. 

Наприклад, для шкіл із гуманітарним напрямом, курс може вивчатися тільки по 
першому та сьомому розділах посібника. У цих розділах описується процес 
автоматизованого створення веб-ресурсів (у цьому розділі передбачені такі теми як 
основи Інтернету, адресація в Інтернеті, форуми та чати на веб-сторінках, створення та 
ведення блогів) та художнього оформлення сайтів (типи сайтів та їх особливості, 
планування веб-сайту та етапи роботи над ним, основні складові веб-дизайну, 
проектування структури сайту, компонування та визначення набору сторінок сайту). 

Для шкіл з іншими напрямами доречно вивчати другий, третій, четвертий та 
шостий розділи, в яких описується мова розмітки HTML (поняття тегу, нумеровані й 
марковані списки, створення таблиці, колірне оформлення таблиць), створення та 
опрацювання графіки, аудіо- та відео-розміщення на вебсторінках (використання 
зображень у веб-документах, розміщення та відтворення на веб-сторінках 
мультимедійних даних). Також описується робота з Microsoft FontPage – графічним 
редактором вебсайтів. 

Для вивчення теми з основ вебпрограмування пропонуємо підручник Р. Мельника 
«Програмування веб-застосувань (фронт-енд та бек-енд)» [2]. 

Наведений матеріал призначений для проектування динамічних вебсторінок. 
Розділи охоплюють вивчення мови розмітки тексту HTML версії 5, CSS версії 3, 
JQUERY, Bootstrap, AngularJS, мови програмування JavaScript та PHP, технологію Ajax, 
зберігання даних у серверних масивах та базах даних MySQL. Наведено приклади 
доступу до них із вебсторінок. Дано основи проектування вебсторінок у технологіях NET 
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та JAVA, зокрема з класами з бібліотек ASP.NET, класами сервлетів javax.servlet та 
інструментами JSP для проектування динамічних веб-сторінок. 

Усі розділи закінчуються контрольними питаннями. Матеріал містить фрагменти 
програм, які можуть бути корисними учням для перевірки та при самостійній розробці 
власних програм, практичних та індивідуальних завдань. 

Висновки. Розглянуті у статті навчальні посібники з вебтехнологій містять 
матеріал практичного спрямування, але попри це автори прагнули подати короткий та 
змістовний теоретичний навчальний матеріал, в обсязі, достатньому для самостійного 
вивчення вибіркового модуля “Веб-технології” учнями профільної школи закладів 
загальної середньої освіти в умовах сучасності. 
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Анотація. У статті здійснено аналіз наукових досліджень з проблеми 

розвитку пізнавального інтересу: розглянуто сутність поняття «пізнавальний 
інтерес», описано особливості формування пізнавального інтересу учнів на 
заняттях з фізики.  

Охарактеризовано напрямки впровадження в освітній процес 
інформаційних технологій, які включають розробку та практичне 
використання науково-практичного забезпечення, якісне та ефективне 
використання програмних засобів, систем комп’ютерного навчання і 
контролю знань, системну інтеграцію цих технологій в існуючі освітні 
процеси та організаційні структури. 

З’ясовано, що проведення експериментів, які важко або неможливо 
відтворити в реальному експерименті ефективним може бути реалізоване на 
основі використання мультимедійних моделей. 

Запропоновано можливості використання комп’ютерного моделювання 
під час вивчення фізики.  

Підтверджено, що використання елементів комп’ютерного моделювання є 
доцільним і виправданим під час вивчення навчального матеріалу, для якого 
є обмеженим проведення різного роду навчального фізичного експерименту. 
Таким є вивчення основних понять квантової фізики. 

Описано особливості вивчення розділу «Квантова оптика», особливу увагу 
у якому приділяють дослідженню явища фотоефекту. Наведено приклади 
інтерактивних комп’ютерних моделей, використання яких дає можливість 
підвищити інтерес учнів до вивчення даного матеріалу з фізики, стимулювати 
формування та розвиток пізнавальної активності і творчого мислення, 
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формувати в учнів уявлення про явища мікросвіту, їх закономірності та 
сучасну фізичну картину світу.  

Ключові слова: комп’ютерне моделювання, комп’ютерна модель, вивчення 
фізики, пізнавальний інтерес, підвищення інтересу. 
 

 
 

 
 1. Вступ  

Пізнавальний інтерес як мотив навчання особистості постійно перебуває в центрі 
уваги освітнього процесу. На сьогодні його розглядають як визначальний фактор 
активізації навчання та розвитку пізнавальної самостійності здобувачів освіти, важливий 
аспект підвищення ефективності освітньої діяльності. Однак, дослідження показують, 
що в останні роки, за умов інформаційного суспільства та реформування системи освіти, 
зафіксовано зниження інтересу учнів до навчання. Це явище пов’язане з загальними 
соціальними тенденціями та з особливостями сучасного стану освітньої системи та 
педагогічної науки в Україні. Врахування цих обставини свідчить, що дослідження 
розвитку пізнавального інтересу стає актуальним, враховуючи потреби сучасності. 

Сьогодні можна виділити низку наукових досліджень з проблеми розвитку 
пізнавального інтересу: по-різному подається дефініція «пізнавальний інтерес», 
розкривається механізм виникнення та психолого-педагогічна класифікація рівнів його 
розвитку, різним чином задаються дидактичні засади, які сприяють формуванню 
пізнавального інтересу, існують різноманітні зв’язки між пізнавальним інтересом і 
шляхами підвищення ефективності процесу навчання. Важливим елементом формування 
та розвитку пізнавального інтересу учнів на заняттях в закладах середньої освіти (ЗСО) 
є використання інформаційних технологій навчання. Вони стимулюють їх пізнавальну 
активність та мотивацію навчальної діяльності і тим самим спрямовують розвиток 
мотиваційної сфери особистості [1, с. 134]. 

Відомо, що пізнавальний інтерес стимулює пізнавальну активність та мотивацію 
освітньої діяльності здобувачів і тим самим сприяє розвитку розумової, психічної, 
соціальної та мотиваційної сфери особистості, забезпечує умови для формування їх 
творчої навчальної діяльності [10].  

В педагогіці проведено ряд досліджень, що стосуються питання розвитку 
пізнавального інтересу. Автори надають різне тлумачення цьому терміну, розкривають 
механізм його виникнення та наводять психолого-педагогічну класифікацію рівнів його 
розвитку. Також відзначаються різні дидактичні принципи, використання яких сприяє 
формуванню пізнавального інтересу. Також з’ясовуються зв’язки між цим інтересом та 
методами підвищення ефективності освітнього процесу. Використання інформаційних 
технологій на заняттях відіграє важливу роль у формуванні пізнавального інтересу учнів. 
Це, в свою чергу, підтримує їхню пізнавальну активність та мотивацію до навчання, 
сприяючи розвитку різних аспектів особистості, включаючи розумовий, психічний, 
соціальний та мотиваційний рівні, а також стимулює творчу навчальну діяльність [10].  

Тому варто зазначити, що у сучасній психолого-педагогічній літературі велика 
увага приділяється дослідженню проблем розвитку пізнавального інтересу (Н. Бібік, 
В. Білий, Д. Водзинський, Б. Кобзар, В. Корнєєв, О. Ковальов, В. Крутецький, В. Лозова, 
В. Оніщук, В. Паламарчук, О. Савченко, Т. Сущенко та ін.); вагомий внесок у розвиток 
підвищення пізнавального інтересу у вивченні фізики зробили вчені-методисти 
О. Бугайов, С. Гончаренко, Є. Коршак, Д. Костюкевнч, О. Ляшенко, Б. Миргородський та 
інші українські фахівці. 
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2. Постановка проблеми  
Аналіз науково-методичної та психолого-педагогічної літератури вказує на те, що 

поряд з різноманітністю є спільні аспекти, які допомагають зрозуміти феномен інтересу 
та його взаємозв’язки з різними психічними процесами.  

Наприклад, С. Гончаренко [3, с. 147] під інтересом розглядає форму прояву 
пізнавальної потреби, що передбачає спрямованість особистості на усвідомлення мети 
діяльності й тим самим сприяє орієнтації, ознайомленню з новими фактами, більш 
повному і глибокому відображенню дійсності. Інтерес у навчанні – активне пізнавальне 
ставлення здобувачів освіти до навчання і праці, їх виховання й методичне використання. 
На думку автора [3, с. 148], інтерес є одним із найсуттєвіших стимулів набуття знань, 
розширення кругозору. За наявності інтересу знання засвоюються ґрунтовно, міцно; за 
його відсутності навчальний матеріал сприймається важко, часто формально, не 
знаходить застосування в житті, легко й швидко забувається. 

Схожим для більшості науковців є погляд на пізнавальний інтерес як суб’єктивне 
прагнення особистості до пізнання предметів і явищ навколишньої дійсності. Його 
пов’язують з особливими емоційними проявами та різними аспектами особистого 
розвитку. Разом з тим психічна природа пізнавального інтересу складна.  

Що стосується формування пізнавального інтересу учнів на заняттях з фізики, то 
більшість учених констатують, що визначальне значення має сам зміст дисципліни. Який 
має бути зрозумілим, доступним, цікавим, яскраво та логічно поданим, актуальним і 
практично орієнтованим та мати життєвий сенс для них [11]. У зв’язку з цим і виникає 
необхідність дослідження використання засобів комп’ютерного моделювання для 
формування пізнавального інтересу учнів до вивчення фізики. 

Мета статті – показати доцільність та необхідність використання комп’ютерного 
моделювання в освітньому процесі закладів середньої освіти, як фундаменту для 
підвищення інтересу учнів у формуванні предметних понять з фізики. 

 
3. Основні результати 

Стрімкий розвиток комп’ютерної техніки та програмного забезпечення є однієї з 
характерних рис розвитку сучасного суспільства. Технології, основним компонентом 
яких є комп’ютер або сучасний телефон, проникають практично в усі сфери людської 
діяльності. Інформаційні технології застосовують у видавництвах, бібліотеках, 
парламенті і міністерствах, банках і на складах, системах зв’язку та системах керування 
транспортом, податкових інспекціях і в медицині тощо. Комп’ютер став неодмінним 
атрибутом робочого місця представників багатьох професій [5]. 

Тому варто зазначити, що у сучасному суспільстві використання інформаційних 
технологій є необхідним в будь якій сфері діяльності людини. Набуття навичок 
використання цих технологій ще за шкільною партою багато в значній мірі визначає 
успішність майбутньої професійної підготовки. Досвід показує, що оволодіння цими 
навичками відбувається значно ефективніше, якщо реалізується не лише на заняттях з 
інформатики, але й знаходить своє продовження та розвиток в інших предметах. 

Широке впровадження в освітній процес інформаційних технологій включає 
розробку та практичне використання науково-практичного забезпечення, якісне та 
ефективне використання програмних засобів, систем комп’ютерного навчання і 
контролю знань, системну інтеграцію цих технологій в існуючі освітні процеси та 
організаційні структури [5].  

Таким чином, інформаційній технології у освітньому процесі виконують декілька 
функцій: слугують засобами спілкування, партнерами, інструментами, джерелами 
інформації, контролюють дії здобувачів освіти, створюють проблемні ситуації і надають 
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їм нових когнітивних можливостей [10]. Варіанти використання інформаційних 
технологій різноманітні. Їх використання можливе: під час роботи всією групою, у малих 
групах, парами або індивідуально. Вони обумовлені не лише наявністю чи відсутністю 
достатньої кількості пристроїв, гаджетів, але й дидактичними цілями . 

Разом з тим під час навчання учнів фізики інформаційні технології набувають 
особливого значення, яке зумовлене специфікою фізики як науки та навчального 
предмету. Досягнення високої ефективності освітнього процесу є важливим завданням 
для кожного учителя, успішне розв’язання якого визначає рівень його майстерності. 
Разом з тим не завжди можна ефективно і швидко зацікавити учнів змістом предмету. 
Варто забезпечити наступні умови, за яких повноцінне засвоєння основ наукових знань 
було б доступним для кожного здобувача освіти та сприяло розвитку його 
інтелектуальних можливостей. Для вчителів фізики це завдання ускладнюється, адже 
потрібно досягати глибокого усвідомлення та розуміння законів і процесів, які 
вивчаються в рамках навчальної програми. Для проведення експериментів, які важко або 
неможливо відтворити в реальному експерименті ефективним стає використання 
мультимедійних моделей. Це сприяє розширенню можливостей діяльності вчителя у 
навчанні фізики, сприяє глибшому проникненню в зміст фізичних явищ, процесів і 
закономірностей. Комп’ютерне моделювання являється потужним чинником формування 
в учнів уявлень про природу, формування відповідних понять. Тому варто сказати, що 
фізика має бути значною мірою наповнена експериментальними дослідженнями, в тому 
числі комп’ютерними. 

Використання комп’ютерного моделювання під час вивчення фізики дає 
можливість [8]: 

- покращити сприйняття фізики як навчального предмета. Опанувати явища і 
закономірності без надмірних зусиль, а тому і формування предметних 
понять з фізики;  

- відтворювати фізичні явища та процеси, які на уроках фізики вивчаються, 
звертаючись лише до уяви учнів, опираючись на їх абстрактне та логічне 
мислення;  

- сприяти організації позитивної атмосфери, яка є визначальною для 
сприйняття інформації і сприяє забезпеченню підвищення мотивації учнів 
до вивчення фізики; 

- підвищити рівень підготовки учнів у галузі сучасних інформаційних 
технологій; 

- продемонструвати можливості інформаційних технологій не тільки як 
засобу для гри. 

Комп’ютерні технології та Інтернет дуже міцно увійшли в наше життя, а сучасна 
молодь виявляє до них неабиякий інтерес. У зв’язку з цим завдання вчителя полягає в 
тому, щоб перетворити їх на свого безпосереднього помічника. Застосування 
інформаційних технологій підвищує пізнавальний інтерес учнів до навчального 
матеріалу, розширює можливості цілеспрямованого впорядкованого формування, 
поглиблення та засвоєння теоретичних знань, робить процес навчання технологічнішим 
і результативнішим. Реалізацію даних завдань учителі фізики мають можливість 
здійснювати і шляхом використання комп’ютерного моделювання під час вивчення 
фізики. 

Комп’ютерне моделювання є дієвим засобом для наукового пізнання та організації 
дослідницької діяльності суб’єктів навчання. Використання комп’ютерного 
моделювання під час вивчення фізики дає можливість для учнів поглянути на фізичні 
процеси на мікро або макрорівні. З іншого боку, це сприяє розвитку їх творчого 
мислення.  
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У фізиці та під час вивчення фізики моделювання є невід’ємною частиною методів 
пізнання, зокрема під час проведення експерименту. Тому можна зазначити, що це дає 
можливість вирішувати різноманітні проблеми та розв’язувати задачі прикладного 
характеру. Разом з тим учні не лише ознайомлюються з методами, на основі яких 
будуються наукові знання, але й краще розуміють сутність фізичних понять, які 
вивчаються. Комп’ютерне моделювання в класі та в позаурочній діяльності може бути 
незамінним засобом для розвитку творчих здібностей здобувачів освіти, їх пізнавальної 
активності. Також варто зазначити, що процес моделювання посилює міжпредметні 
зв’язки, забезпечує умови для проведення дослідницької діяльності учнів з 
використанням сучасних інформаційних технологій.  

Як підсумок можна зазначити, що використання комп’ютерного моделювання під 
час вивчення фізики сприяє формуванню пізнавального інтересу здобувачів освіти до 
дослідницької діяльності, глибшому усвідомленню та розумінню навчального матеріалу, 
ефективному формуванню предметних понять тощо.  

Найбільш доцільним на нашу думку є використання елементів комп’ютерного 
моделювання під час вивчення навчального матеріалу, для якого є обмеженим проведення 
різного роду навчального фізичного експерименту. До таких можна віднести вивчення 
основних понять квантової фізики.  

Квантова фізика – це фізична теорія, у якій відкрили своєрідність властивостей і 
закономірностей мікросвіту. Методи, які використовують у квантовій фізиці, знаходять 
широке застосування у квантовій електроніці, фізиці твердого тіла, сучасній хімії.  

Квантова фізика є вищим ступенем пізнання у порівнянні з класичною фізикою. 
Вона встановила обмеженість багатьох класичних уявлень. Аналіз навчальних програм 
засвідчує, що елементи квантової фізики введені в шкільний курс. Інакше знання, здобуті 
учнями у вивченні основ фізики, залишалися б на рівні XIX в. Уявлення здобувачів освіти 
про будову і властивості навколишнього світу були б неповними і не відповідали б 
сучасному науковому знанню про них.  

У навчальній програмі з фізики для середньої школи посилюється увагу до питань 
квантової фізики. Її вивчення відбувається під час розгляду наступних тем:  

1. Квантова оптика.  
2. Атомна фізика.  
3. Фізика атомного ядра.  
4. Фізика елементарних частинок.  
Під час формування предметних понять квантової фізики необхідно широко 

використовувати різноманітні засоби наочності 9. Але кількість демонстраційних 
дослідів, які можна поставити для вивчення даного матеріалу в середній школі дуже 
обмежене. 

Одним із актуальних напрямків вирішення даного питання є використання 
елементів комп’ютерного моделювання. Це дає можливість відтворити тонкі деталі 
фізичного експерименту, які не можна помітити в реальному експерименті 
(швидкоплинні процеси, повільні), змінювати масштаб часу, будувати, при одночасному 
спостереженні того чи іншого фізичного процесу відповідні графіки тощо. Комп’ютерна 
модель експерименту на екрані монітора має бути гарним наочним відображенням, вона 
легко керована учителем, не вимагає значних затрат часу на зарисовку. На основі 
використання мультимедійного проектора можна чітко продемонструвати дрібні деталі 
установки тощо, концентрувати увагу на найважливіших для розуміння змісту явищ та 
процесів деталях 7.  

Комп’ютерні моделі, які використовуються для постановки демонстраційних 
експериментів, можна поділити на дві великі групи [4]:  
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 моделі, які дають можливість вивчати будову і принцип дії різних 
експериментальних установок (дослідів Резерфорда, Герца, Столєтова, 
фотоелементів різного типу тощо);  

 моделі, що є матеріальним відтворенням ідеальних наукових моделей (квантового 
характеру випромінювання, ефекту Комптона).  
У дослідженні В.П. Муляра 9 описано можливості й умови використання 

комп’ютерів під час вивчення квантової фізики, використання навчальних комп’ютерних 
моделей як об’єкта дослідницької діяльності здобувачів освіти.  

Моклюк М.О. у своїх працях 6-8 описував можливості використання елементів 
комп’ютерного моделювання під час вивчення фізики.  

Під час вивчення «Квантова оптика» особливу увагу приділяють дослідженню 
явища фотоефекту, яке займає центральне місце в цьому матеріалі. Це явище стало одним 
із ключових у вивченні квантової теорії загалом та квантової теорії світла зокрема [2].  

З метою підвищення ефективності вивчення явища фотоефекту шляхом збільшення 
наочності було розроблено ряд комп'ютерних моделей на основі використання Microsoft 
Office PowerPoint. 

На початкових етапах учні знайомляться з виникненням концепції квантів, 
вводяться поняття фотона, його енергії, маси та імпульсу, а потім переходять до вивчення 
явища фотоефекту.  

Методика вивчення фотоефекту включає кілька етапів, в яких учні ознайомлюються 
з історією відкриття цього явища через експерименти вчених, таких як Г. Герц та 
О. Столєтов. 

Для кращого усвідомлення та розуміння явища фотоефекту та його 
закономірностей найкраще підвести учнів за допомогою експерименту.  

 
Рис. 1. Вигляд експериментальної установки і її комп’ютерна модель 

 
Учням спочатку демонструють реальний експеримент або записаний на відео, після 

чого застосовують ефекти анімації для переходу до перегляду комп'ютерної моделі 
досліду, в якій розміщення всіх приладів відтворюється так само, як у реальному 
експерименті (рис. 1). Потім наводиться серія дослідів з розряджання металевих пластин 
під впливом випромінювання. 

Після перегляду даних демонстрацій в учнів виникає ряд запитань, серед яких: 
чому заряджена пластина може утримувати заряд протягом тривалого часу, якими 
способами її можна розрядити, як пояснити швидкий розряд негативно зарядженої 
пластини під час освітлення ультрафіолетовим випромінюванням? Також розглядається 
можливість розряду позитивно зарядженої цинкової пластини під дією 
ультрафіолетового світла і спостереження розряду мідної пластини за тих же умов. 
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На основі відповідей на ці запитання учні під керівництвом учителя роблять 
наступні висновки: 

1) Світло здатне розряджати лише негативно заряджені тіла або частинки. Це 
викликається фотоефектом, який полягає у вибиванні електронів з поверхні 
твердих і рідких тіл під дією світла. 

2) Розряджання розпочинається відразу після початку освітлення, що свідчить 
про майже миттєву реакцію фотоефекту. Точні досліди показали, що час між 
початком опромінювання і початком фотоефекту надзвичайно короткий і не 
перевищує 10-9 с. 

3) Наявність і швидкість розряджання залежать від характеристик металу, 
спектрального складу випромінювання та від інтенсивності. 

Під час вивчення закономірностей фотоефекту учням демонструються інтерактивні 
комп’ютерні моделі для дослідження залежності фотоструму від спектрального складу 
(рис. 2), інтенсивності випромінювання (рис. 3) та прикладеної напруги. 

 
Рис. 2. Комп’ютерна інтерактивна модель дослідження залежності фотоструму від 

спектрального складу випромінювання 
 
Дослідження залежності фотоструму від спектрального складу випромінювання 

проводяться на основі комп’ютерної моделі. Використовуючи різні світлофільтри 
домагаються зміни довжину (частоту) падаючого світла і визначають за допомогою 
гальванометра значення фотоструму.  

 
Рис. 3. Комп’ютерна інтерактивна модель дослідження залежності фотоструму від 

інтенсивності випромінювання 
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На основі отриманих результатів учні можуть зробити висновки, що сила 
фотоструму, що визначається швидкістю вилітання електронів, залежить від частоти 
падаючого світла і не залежить від інтенсивності світла. 

Дослідження, що стосуються залежності сили фотоструму від потужності 
випромінювання, демонструються через використання інтерактивної комп'ютерної 
моделі. Шляхом зміни відстані від джерела випромінювання спостерігається зміна сили 
фотоструму. Це дає можливість зробити висновок, що фотострум насичення 
пропорційний світловій енергії, яка падає на поверхню за одиницю часу. 

На основі демонстрації запропонованих комп’ютерних моделей учнів під 
керівництвом учителя роблять висновки і результаті цього приходять до «відкриття» 
законів зовнішнього ефекту на якісному рівні. 

Наступним прикладом використання засобів комп’ютерного моделювання є 
програмний засіб «Світлові кванти» (рис. 4), який розроблений за допомогою об’єктно-
орієнтованої мови програмування Delphi. 

Розглянемо фрагменти проведення заняття з використанням комп’ютерних моделей 
даного засобу. Під час розгляду питання «Фотоелектричні явища», яке є основою теми 
«Квантова оптика», для кількісного дослідження законів зовнішнього фотоефекту варто 
провести комп’ютерний експеримент (рис. 5).  

 
Рис. 4. ППЗ «Світлові кванти» 

 
Рис. 5. Комп’ютерна інтерактивна 

модель установки 
 
Як видно з рисунку 5, дана комп’ютерна модель є інтерактивною. Учні під час 

дослідження можуть задавати частоту та інтенсивність світла, а також визначати 
затримуючу напругу (рис. 6). У верхньому лівому куті екрану буде відображатися графік 
залежності сили фотоструму від напруги. Якщо натиснути на знак (+), який знаходиться 
у верхньому крайньому куті, то графік відкривається на весь екран (рис. 7). Графік можна 
будувати в автоматичному режимі  і в ручному - за точками. 

 
Рис. 6. Дослідження явища фотоефекту  

Рис. 7. Графік залежності сили струму від 
напруги 
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Використовуючи таку інтерактивну модель, учитель ознайомлює учнів із 
установкою для дослідження властивостей зовнішнього фотоефекту; демонструє 
залежність сили фотоструму від напруги між електродами за сталого світлового потоку і 
від світлового потоку за сталої напруги; вводить поняття фотоструму насичення, аналізує 
вольт-амперну характеристику фотоструму; дає формулювання і пояснює фізичний зміст 
законів зовнішнього фотоефекту кількісно. 

Таким чином, вивчаючи закони зовнішнього фотоефекту, необхідно звернути увагу 
учнів на значення дослідів О. Столєтова із зовнішнього фотоефекту для розвитку 
передумов у створенні квантової теорії світла. Обґрунтовуючи рівняння А. Ейнштейна 
для зовнішнього фотоефекту, необхідно вказати на універсальність закону збереження 
енергії, а також повідомити учнів про дослід Р. Міллікена щодо перевірки рівняння 
Ейнштейна і розрахунку сталої Планка. 

Враховуючи вищесказане, треба зазначити, що впровадження інформаційно-
комунікаційних технологій не зменшує ролі учителя в освітньому процесі, а учні в свою 
чергу перетворюються на активних учасників процесу пізнання. Учитель визначає, 
виходячи з певних форм, видів занять та індивідуальних особливостей учнів, які саме 
програмні засоби (репродуктивні чи проблемні, навчальні чи програми-тренажери тощо) 
найбільш доцільно використовувати на тому чи іншому етапі уроку для формування 
пізнавального інтересу та мотивації навчальної діяльності учнів до вивчення фізики. 

Отже, застосування засобів комп’ютерного моделювання на уроках фізики є 
доцільним і сприяє підвищенню інтересу та формує мотивацію до вивчення навчального 
матеріалу, загострює і спрямовує увагу, підсилює активність сприйняття, сприяє міцному 
запам’ятовуванню фізичних явищ і процесів, підвищує рівень використання наочності та 
обсяг виконаної роботи на занятті, збільшує продуктивність заняття, економить час. 
Поєднання використання засобів комп’ютерного моделювання і традиційних засобів 
навчання забезпечує підвищення якості та ефективності освітнього процесу. 

Висновки. Запропоновані нами методичні прийоми використання засобів 
комп’ютерного моделювання були апробована в комунальному закладі «Сосонський 
ліцей Вінницького району Вінницької області». Аналіз результатів досягнень учнів 
свідчить про ефективність використання комп’ютерного моделювання для підвищення 
інтересу учнів до вивчення фізики. 

Разом з тим опанування квантової фізики на основі використання засобів 
комп’ютерного моделювання дає змогу підвищити інтерес учнів до вивчення даного 
матеріалу з фізики, стимулювати формування та розвиток пізнавальної активності і 
творчого мислення, формувати в учнів уявлення про явища мікросвіту, їх закономірності 
та сучасну фізичну картину світу. 

Отже, використання засобів комп'ютерного моделювання в навчанні фізики має 
велику важливість для підвищення інтересу учнів до предмету. Адже за цих умов 
реалізується: 

- візуалізація. Комп'ютерні моделі дозволяють учням бачити абстрактні фізичні 
концепції у дії, що полегшує їх розуміння і сприяє візуальному запам'ятовуванню. 

- залучення. Інтерактивність комп'ютерних моделей заохочує учнів до активної 
участі в навчальному процесі, що збільшує їхню залученість і підтримує зацікавленість 
у вивченні фізики. 

- експериментування. Віртуальні експерименти дозволяють учням випробувати 
різні сценарії та параметри без обмежень фізичних ресурсів, що робить навчання більш 
доступним та стимулюючим. 

- практичність. Використання комп'ютерного моделювання дозволяє учням 
розвивати навички роботи з сучасними технологіями, що може бути корисним у 
подальшій кар'єрі. 
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Отже, використання засобів комп'ютерного моделювання в навчанні фізики є 
важливим і ефективним методом для збільшення зацікавленості учнів та покращення 
їхнього розуміння матеріалу. Сприяє підвищенню інтересу до складного вивчення 
навчального матеріалу, якості та ефективність формування важливих понять квантової 
оптики, а тому забезпечує усвідомлене розуміння сучасної фізичної картини світу. 

Конфлікт інтересів і етика. Автори заявляють, що не мають конфліктів інтересів. 
Автори також заявляють про повне дотримання всіх правил етики журнальних 
досліджень, а саме щодо анонімності участі людей та/або згоди на публікацію. 

Подяки. Автори заявляють про відсутність спеціального фінансування цієї роботи. 
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Use of computer simulation tools with the purpose of increasing students' 
interest in the study of physics 

 
Anatolii Silveistr, Mykola Mokliuk, Maria Kopytko 

Abstract. The article analyzes scientific research on the problem of the development of cognitive interest: 
the essence of the concept of "cognitive interest" is considered, the features of the formation of students' 
cognitive interest in physics classes are described. 

The directions of the introduction of information technologies into the educational process are 
characterized, which include the development and practical use of scientific and practical support, the high-
quality and effective use of software, computer training and knowledge control systems, the systematic 
integration of these technologies into existing educational processes and organizational structures. 

It has been found that conducting experiments that are difficult or impossible to reproduce in a real 
experiment can be effectively implemented based on the use of multimedia models. 

Possibilities of using computer modeling during the study of physics are offered. 
It has been confirmed that the use of computer simulation elements is appropriate and justified during the 

study of educational material, for which conducting various kinds of educational physical experiments is 
limited. This is the study of the basic concepts of quantum physics. 

The peculiarities of the study of the "Quantum optics" section are described, in which special attention is 
paid to the study of the phenomenon of the photoeffect. Examples of interactive computer models are given, 
the use of which makes it possible to increase the interest of students in studying this material in physics, to 
stimulate the formation and development of cognitive activity and creative thinking, to form in students an idea 
of the phenomena of the microcosm, their regularities, and the modern physical picture of the world. 

Keywords: computer simulation, computer model, study of physics, cognitive interest, increase of interest. 
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Анотація. Розглянуто особливості створення та функціонування 

посібника (цифрового посібника) з вищої математики для бакалаврів 
математики в умовах змішаного навчання в Україні, зроблено огляд 
літератури з теми дослідження. 

Мета статті: проаналізувати проблеми та перспективи створення 
посібників та цифрових посібників нового типу з математичних дисциплін 
для закладів вищої освіти в умовах змішаного навчання в Україні.  

Обговорено особливості сучасного цифрового посібника з математичних 
дисциплін у підготовці бакалавра математики: 

1) теоретичні аспекти створення навчальних посібників в освітньому 
просторі бакалавра математики в умовах змішаного навчання в Україні; 

2) структуру та зміст цифрового посібника відповідно до чинної 
нормативної бази та практичного досвіду викладачів; 

3) техніки візуалізації навчального матеріалу з математичних дисциплін й 
продемонстровано деякі з них в авторських посібниках; 

4) використання СКМ і цифрових технологій у посібниках, що базуються 
на виваженій математичній ідеї; головним критерієм ефективності 
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застосування програм математичного призначення у навчанні вищої 
математики є наявність методичної системи їх використання; 

5) результати анкетування, що свідчать про позитивне ставлення 
студентів до використання СКМ при вивченні математичних дисциплін; на 
думку студентів, роль програм математичного призначення у навчанні має 
бути допоміжною. 

Показано, що якісний цифровий посібник забезпечує формування не 
лише математичної культури майбутнього фахівця, але й формування таких 
базових компетентностей, як здатність і готовність до самонавчання, 
застосовування знань, умінь і навичок роботи з системами комп’ютерної 
математики, самоосвіти й майбутньої професійної діяльності. Використання 
цифрового посібника, інтегрованого у технологію навчання, яку проєктує і 
впроваджує викладач, дозволяє йому обирати власну творчу стратегію та 
методику навчання здобувачів освіти. 

Ключові слова: освітній простір бакалавра математики, навчальний 
цифровий посібник з вищої математики, візуалізація навчального контенту, 
системи комп’ютерної математики, змішане навчання. 

 
 

1. Вступ 
Створення посібника – це складний процес підготовки, видання, апробації, 

оцінювання та впровадження його в освітній процес. Головна роль та широкий спектр 
функцій посібника в навчанні завжди привертали незмінну увагу до проблем його 
змісту, якості та створення. І це не випадково.  

По-перше, посібник, як навчальна книга, детально відображає зміст освіти, 
навчальну інформацію, що підлягає засвоєнню. Цю інформацію він передає не тільки у 
вигляді тексту, а й в ілюстраціях, рисунках, схемах, графіках. По-друге, також не менш 
важливою функцією посібника є функція управління пізнавальною діяльністю 
студентів. Апарат організації засвоєння навчального матеріалу складається з двох 
частин: допоміжних знань, що включені до основного навчального матеріалу, і завдань, 
вправ, питань та іншого, що повинно забезпечити процес засвоєння знань. Саме тому 
вчені трактують посібник як інформаційну модель навчання, як своєрідний сценарій 
освітнього процесу, що є втіленням дидактично та методично опрацьованого і 
систематизованого навчального матеріалу. З цих позицій посібник має відображати цілі 
та зміст навчання, визначати систему пізнавальних дій з матеріалом, організаційні 
форми навчання і способи контролю [26, с. 340]. 

Мексиканські науковці M. Pineda Becerril, O. García, A. Aguilar, F. León [9, с. 7550-
7555] зауважують, що "цифрова книга – це видання, основою якого є електронний 
файл, що може зберігатися на різних цифрових носіях і дозволяє включати інтерактивні 
та мультимедійні елементи". Авторами розроблено мультимедійний посібник з 
розподілу ймовірностей. Зауважимо, що дидактичний матеріал розміщено в цифрових 
посібниках, інтегрованих у відповідні віртуальні середовища з метою, щоб студенти 
більше не були обмежені статичними зображеннями, що ілюструють традиційні тексти, 
а мали можливість зануритися в зображення з інтерактивними субтитрами, обертати 
об’єкт у 3D або оживити відповідь.  

У статті [5, с. 9-12] розглядаються питання трансформації шкільних навчальних 
матеріалів у контексті цифрового суспільства в Латинській Америці та Європі. Цифрові 
технології присутні в усіх соціокультурних вимірах. В освітній цифровій екосистемі 
постійно з’являються численні простори, онлайн-портали та веб-сайти, що пропонують 
ресурси, програми, середовища та/або цифрові навчальні матеріали, призначені для 
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використання в закладах освіти. Тому питання їх створення й поширення на 
міжнародному, національному та регіональному рівнях, технологічні та педагогічні 
характеристики цифрових навчальних матеріалів є актуальними. 

Іспанські дослідники N. Rodríguez-Regueira та J. Rodríguez-Rodríguez [10, с. 172-
187] проаналізували цифрові посібники для початкової освіти в Іспанії (30 цифрових 
навчальних матеріалів). Новизна їхнього дослідження полягає в розробленні й 
апробації посібника для аналізу такого типу матеріалів з урахуванням їхніх основних 
технологічних, педагогічних та функціональних  характеристик у зв’язку з еволюцією 
цифрового освітнього ринку. 

Дослідження сучасних науковців показують, що цифрові посібники особливо 
важко інтегрувати у викладання математики [8, с. 799-812] і що варто детальніше 
досліджувати як умови навчання математики змінюються завдяки сучасним цифровим 
підручникам [14] і посібникам, які використовують штучний інтелект [15, с. 2320-2320] 
і як можна розвивати навчання за допомогою них. 

Про використання відкритих посібників у закладах вищої освіти та фінансову 
вигоду студентам від цього, без зниження їхніх результатів навчання, наголошується в 
статті [4, с. 573–590; 6, с. 393–396]. Це має спонукати викладачів використовувати 
високоякісні відкриті посібників в постпандемічному світі для розширення 
можливостей цифрового навчання у ХХІ столітті. 

 
2. Постановка завдань 

Останнім часом ми спостерігаємо деяку активізацію у виданні посібників і 
практикумів з математичних дисциплін для підготовки бакалавра математики за 
спеціальностями 111 Математика, 014.04 Середня освіта (Математика) та 014.09 
Середня освіта (Інформатика) [1, 2, 2, 12, 21, 22, 29,30], а також публікацій, 
присвячених проблемам змісту посібників і практикумів для вказаних спеціальностей, , 
з урахуванням потреб студентів з особливими освітніми потребами [24], розширенню 
напрямів застосування цифрових технологій у створенні цифрових посібників та 
практикумів тощо. На нашу думку, актуальності даній проблемі надало змішане 
навчання студентів, яке функціонує в Україні з різних об’єктивних причин. 

Мета статті: проаналізувати проблеми та перспективи створення посібників та 
цифрових посібників нового типу з математичних дисциплін для закладів вищої освіти 
в умовах змішаного навчання в Україні. 

 
3. Основні результати 

3.1. Теоретичні аспекти створення навчальних посібників в 
освітньому просторі бакалавра математики в умовах змішаного 
навчання в Україні. 

Необхідність впровадження цифрових технологій в освітній процес показано у 
дослідженнях, здійснених Національним тренінговим центром у США. Результати 
досліджень одержали назву «Піраміда навчання» і показують, що під час використання 
відео, аудіо матеріалів засвоюється на 20% матеріалу більше, при використанні 
демонстрацій – на 30% більше від засвоєного матеріалу, ніж під час прослуховування 
звичайної лекції. Найбільший відсоток приросту знань впродовж навчання (робота в 
малих групах, робота в парах) і застосування одержаних знань одразу після вивчення 
(«мозковий штурм», «акваріум») складає 90% [28]. 

Наші дослідження свідчать про те, що в умовах змішаного навчання посібники 
для студентів мають відповідати послідовності: 
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студент посібник  викладач 
(або студент навчально-методичний комплекс (цифровий НМК)  викладач) 

У цьому випадку роль викладача не зменшується, а, навпаки, посилюється, адже 
саме тут викладач не лише подає готову інформацію, а привчає студентів до 
самостійного пошуку, аналізу й опрацювання нової інформації.  

Посібник має бути інтегрований у технологію навчання, котру проєктує і 
впроваджує викладач. Тоді логіка і структура заняття будуть елементом творчості 
викладача, і він спроможний обирати власну стратегію та методику навчання, а не 
лише йти за викладом матеріалу, запропонованим іншими авторами. В умовах, коли 
ідея студентоцентрованого навчання, побудованого на інноваційній діяльності 
викладача, є основоположною в освіті, такий підхід до навчальної книги, на нашу 
думку, набуває вирішального значення в посібникотворенні. 

Згідно з Національним стандартом України «Видання. Основні види. Терміни та 
визначення понять» (ДСТУ 3017:2015) [27], посібник визначається як: 

– практичний посібник (англ. guidebook) – це виробничо-практичне видання, що 
містить опис технології практичної діяльності, призначене для оволодіння якою-небудь 
професією, знаннями, навичками та (або) підвищення фахової кваліфікації й 
майстерності. Примітка: до практичних посібників належить самоучитель; 

– методичний посібник (англ. teaching guide) – виробничо-практичне видання, 
основним змістом якого є методика виконання будь-якого виду практичної діяльності; 

– навчальний посібник (англ. study aid; teaching aid) – це навчальне видання, що 
доповнює або частково (повністю) замінює підручник і має відповідний офіційно 
наданий гриф; 

– навчально-методичний посібник (анг. guidance manual; methods handbook) – 
навчальний посібник, основним змістом якого є методика викладання навчальної 
дисципліни (її розділу, частини) або методика щодо розвитку та виховання особистості.  

При створенні навчальних посібників  необхідно враховувати що: 
– навчальні книги повинні мати високий науково-методичний рівень, містити 

необхідний довідковий апарат; 
– навчальні посібники мають бути написані в доступній формі, навчальний 

матеріал має бути пов’язаний з практичними завданнями, в книзі повинні 
прослідковуватися тісні міжпредметні зв’язки [25]. 

Наприклад, у підручнику авторів  М. Ковтонюк, А. Клімішина, І. Леонова, О. Соя 
реалізовано глосарій математичних термінів українською та їхні відповідники 
англійською мовами (рис. 1).  

   

Рис. 1. Фрагмент навчального посібника з вищої математики [19,22] 
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Видання підручників і практикумів в Україні із навчальної дисципліни 
“Математичний аналіз” за останні 35 років зростає. Зокрема студенти спеціальностей 
111 Математика, 014.04 Середня освіта (Математика) та 014.09 Середня освіта 
(Інформатика) використовують посібники А. Дороговцева (1994), І. Ляшка, 
А. Боярчука, Я. Гая, А. Калайди (1979) (Київський національний університет імені 
Тараса Шевченка), Л. Дюженкової, Т. Колесник, М. Ляшенко, Г. Михаліна, М. Шкіля 
(2003) (Украї́нський держа́вний університ́ет ́імені Мих́айла Драгом́анова), Н. Шунди, 
А. Томусяка, авторські М. Ковтонюк, А. Клімішиної, І. Леонової, О. Сої (2008, 2009, 
2011, 2015, 2022, 2023) (Вінницький державний педагогічний університет імені 
Михайла Коцюбинського, 1993), С. Гургули, В. Мойсишина, В. Воробйової (2008) 
(Івано-Франківський національний технічний університет нафти і газу), Б. Ковальчук, 
Й. Шіпки (2002, 2004, 2006, 2010) (Львівський національний університет імені Івана 
Франка) та ін. 

Проєктування змісту професійної математичної освіти є необхідною ключовою 
умовою успішної побудови навчальної дисципліни спеціальності. Особлива увага 
повинна приділятися складанню навчального плану спеціальності, робочій програмі, 
технологіям навчання, управлінню якістю навчання. На основі цих документів 
проєктуються і створюються навчально-методичні і цифрові навчально-методичні 
комплекси дисципліни, до яких входять, зокрема, авторські навчально-методичні 
розробки, посібники, включені у технологію навчання [20]. 

Поглиблення теоретичної і практичної складових професійної освіти бакалавра 
математики пропонуємо на основі посилення шкільної компоненти математичної 
освіти з подальшим фундуванням знань на різних рівнях. Принцип фундування у 
процесі навчання математики розуміють як процес виокремлення базових навчальних 
елементів шкільної математики з наступним їх теоретичним узагальненням, що 
розкривають цілісність, сутність, трансдисциплінарні зв’язки, і спрямовані на 
інтелектуальний розвиток студентів [20]. Особливістю принципу фундування є 
визначення основи для спіралевидної схеми моделювання предметних компетентностей 
бакалавра математики (спіраль фундування). У кожній математичній дисципліні варто 
виділяти базові поняття шкільної математики з подальшим аналізом їх фундування. 
Вони й складуть фундаментальне ядро математичних дисциплін.  

Проаналізуємо цей процес на декількох прикладах. Освітній курс «Математика» у 
закладах загальної середньої освіти традиційно викладається як навчальні дисципліни: 
алгебра, алгебра і початки аналізу, геометрія. У Державних Стандартах шкільної 
математичної освіти визначено вісім змістових ліній шкільного курсу математики [18]: 
1) Числа та дії над ними [Ч]; 2) Вирази та їх тотожні перетворення [В]; 3) Рівняння, 
нерівності та їх системи [РН]; 4) Функції, їх властивості та графіки [Ф]; 5) Елементи 
прикладної математики [ПМ]; 6) Початки математичного аналізу [МА]; 7) Геометричні 
фігури, їх елементи і властивості [ГФ]; 8) Геометричні величини, їх вимірювання та 
обчислення [ГВ]. 

Визначення змістових ліній дозволяє виокремити вихідні об’єкти фундування 
(рис. 2). 

Важливим є те, що всі базові шкільні знання включаються у перелік елементів 
навчальних дисциплін підготовки бакалавра математики вище зазначених 
спеціальностей та переводяться з бази даних (формальне оперування у шкільній 
математиці) у базу предметних і професійних компетентностей студента. Наприклад, 
для поняття похідної необхідно обґрунтувати перехід від означення похідної на основі 
похибки різницевого відношення приросту функції до приросту аргументу до 
визначення граничного переходу і дельта-епсілон мови та мови послідовностей. 
Заповнення цих «переходів» між поняттями, теоремами, методами доведень, 
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орієнтовними основами діяльності – це є одним із основних завдань навчальної 
дисципліни «Математичний аналіз». 

 

 

Рис. 2. Вихідні об’єкти фундування (авторська розробка) 
 

Поняття первісної і визначеного інтеграла, що вивчаються в 11 класі закладі 
загальної  середньої освіти,  поступово узагальнюється через визначений інтеграл 
Рімана для функції однієї змінної, кратні інтеграли (подвійні, потрійні, поверхневі, 
криволінійні) для функцій багатьох змінних, і, нарешті, у курсі сучасного 
математичного (функціонального) аналізу вивчається інтеграл Лебега на вимірних 
множинах. 

 

Рис. 3. Схема фундування шкільних понять первісної і визначеного інтеграла 
(авторська розробка) 
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Досягнувши певного рівня абстрактності даного поняття, студенти починають 
опрацьовувати методичний аналіз понять первісної і визначеного інтеграла у курсі 
методики навчання математики (рис. 3). Найвищий рівень фундування здійснюється під 
час моделювання реальних процесів і явищ за допомогою інтегралів, коли студент 
застосовує якісні математичні методи дослідження, системи комп’ютерної математики, 
виробляє практичні рекомендації. 

На кожному рівні фундування особливу увагу слід звертати на розуміння суті 
кожного базового поняття.  

Отже, підсумовуючи вище сказане, можна стверджувати, що інформаційна 
складова створення посібників для бакалаврів математики має формуватися на основі 
принципу фундування математичних об’єктів. 

 
3.2. Візуалізація у навчальних підручниках з математики 

Одними з найважливіших засобів візуалізації, необхідних на сучасному етапі 
розвитку освіти, є інфографіка, таймлайн, інтелект-карти, скрайбінг, які дозволяють 
максимально ефективно застосовувати інноваційні педагогічні технології, враховувати 
індивідуальні особливості студентів, як в психічному, так і фізіологічному розвитку. 
Для успішного вирішення цього пріоритетного завдання необхідна підготовка 
педагогів, здатних розробляти та впроваджувати нові методи і форми навчання. 
Створення і застосування таких цифрових технологій вимагає оволодіння різними 
засобами візуалізації. 

Термін «візуалізація» походить від латинського visualis – сприймається візуально, 
наочний. Візуалізація – це процес представлення даних у вигляді зображення з метою 
максимальної зручності їх розуміння; надання осяжної форми будь-якому об’єкту, 
суб’єкту, процесу тощо. Проте таке розуміння візуалізації передбачає мінімальну 
розумову і пізнавальну активність студентів, а візуальні дидактичні засоби виконують 
лише ілюстративну функцію [16]. 

Візуалізація – унаочнення, створення умов для візуального спостереження [17]. 
Використання таблиць, схем, малюнків сприяє швидкому запам’ятовуванню і 

осмисленню досліджуваного матеріалу. З урахуванням сучасних технічних 
можливостей ідея візуалізації інформації в процесі навчання набуває нових рис (рис. 4). 

 

Рис. 4. Фрагмент навчального підручника  з математики [19, 22] 
 
Переваги візуалізації в навчанні математичних дисциплін: 
– допомагає студентам правильно організовувати і аналізувати інформацію; 
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– діаграми, схеми, малюнки, карти пам’яті сприяють засвоєнню великих обсягів 
інформації, легко запам’ятовувати і простежувати взаємозв’язок між блоками 
навчального матеріалу; 

– розвиває критичне мислення; 
– допомагає студентам інтегрувати нові знання; 
– дозволяє пов’язувати отриману інформацію в цілісну картину про ті чи інші 

явища або об’єкти (рис. 5). 

 
Рис. 5. Візуалізація поверхні “Снігова Лавина” (авторська розробка) 

 
Представлення навчального матеріалу сучасними техніками візуалізації є 

невід’ємною частиною посібника з математики для студентів закладів вищої освіти. За 
допомогою візуалізації викладач демонструє складні абстрактні математичні поняття, 
що сприяє розвитку уяви, пам’яті студента та допомагає глибоко зануритись у 
навчальний матеріал. 

 
3.3. Системи комп’ютерної математики в сучасних підручниках і 

практикумах з математичних дисциплін. Показати, як конкретно 
працює якийсь пакет при вивченні математики 

З ключових слів дидактики: «Що вчити?», «Як вчити?» і «Для чого вчити? Навіщо 
мені це потрібно?», у посібниках в основному є відповіді на два перших запитання. 
Автори зарубіжних посібників значну частину присвячують розв’язуванню прикладних 
задач з фізики, економіки, біології та ін. [1, 2, 3,12]. Ще один важливий напрямок 
створення сучасних посібників з математичних дисциплін – це застосування систем 
комп’ютерної математики. 

У зарубіжній літературі застосовується термін – Computer Mathematics Systems 
(CMS). 

Завдяки СКМ у студента з’являються можливості за короткий час розв’язувати 
значну кількість математичних задач, готувати електронні книги [13]. Кожна із програм 
має певні особливості, які потрібно враховувати в процесі їх використання. 

Розглянемо програмну реалізацію розв’язання деяких задач з математичного 
аналізу в СКМ, зокрема в середовищах Maxima, Mathcad. 

Задача. Знайти площу плоскої фігури, обмеженої графіками функцій: 
ݕ = ,(ݔ)݂ ݕ =  .(ݔ)݃

Програмна реалізація в Maxima: 
(%i1) wxplot2d(f(x),g(x)) (‘зобразити плоску фігуру, обмежену графіками функцій f(x), 
g(x)’); 
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(%i2) (ݔ)݂) ݁ݒ݈ݏ =  ;(’знайти межі інтегрування‘) ((ݔ)݃
(%і3) integrate (‘обчислити визначений інтеграл’). 

Приклад програмного алгоритму, реалізованого в Maxima: знайти площу плоскої 
фігури, обмеженої графіками функцій f(x) = xଶ + 4 ∙ x, g(x) = x + 4. 
(%i1) wxplot2d([x^2+4*x,x+4], [x,-5,5])$ 

 
 (%i2) solve([x^2+4*x=x+4], [x]); 
(%o2) [x=1,x=-4] 
(%i3) integrate(x+4-x^2-4*x, x, -4, 1); 
(%o3) 125/6. 

Нами проведено анкетування студентів щодо використання СКМ у навчанні 
математичних дисциплін на базі Вінницького державного педагогічного університету 
імені Михайла Коцюбинського. В анкетуванні взяли участь 42 студенти першого курсу. 

Анкета містила такі питання: 
1. Чи використовуєте Ви системи комп’ютерної математики при вивченні 

математичних дисциплін? 
2. Для яких цілей Ви використовуєте системи комп’ютерної математики при 

вивченні математичних дисциплін? 
3. Які переваги та недоліки використання систем комп’ютерної математики при 

вивченні математичних дисциплін Ви бачите? 
Відповідно до результатів анкетування, 70% студентів першого курсу 

використовують системи комп’ютерної математики при вивченні математичних 
дисциплін. Найчастіше системи комп’ютерної математики використовуються 
студентами для розв’язування задач, перевірки правильності розв’язків, візуалізації 
математичних об’єктів. 

До переваг використання систем комп’ютерної математики при вивченні 
математичних дисциплін студенти відносять: автоматизація рутинних обчислень, 
графічне відображення математичних об’єктів, краще засвоєння математичних методів 
та алгоритмів, доступність програм та інформації. Серед недоліків студенти 
відзначають: залежність від комп’ютера, необхідність оволодіння навичками роботи з 
системами комп’ютерної математики, більшість програм є комерційними. 

Загалом, результати анкетування свідчать про те, що студенти позитивно 
ставляться до використання систем комп’ютерної математики при вивченні 
математичних дисциплін. На думку студентів, роль програм математичного 
призначення у навчанні має бути допоміжною. 

Отже, поєднання навчального матеріалу з математичними середовищами має 
базуватися на виваженій математичній ідеї. Головним критерієм ефективності 
використання програм математичного призначення у навчанні математики є наявність 
методичної системи їх використання. Використання СКМ у навчанні математичних 
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дисциплін сприяє інтеграції інформатики та математики, активізації самостійної 
роботи, саморегуляції математичних знань молоді, підвищенню їхньої математичної та 
інформатичної культури. У таких випадках, збільшується роль використання СКМ у 
дистанційному навчанні та самостійної роботи студентів. 
 

Висновки. У статті розглянуто проблеми створення та функціонування посібника 
(цифрового посібника) з вищої математики для бакалаврів математики в умовах 
змішаного навчання в Україні. Показано, що якісний цифровий посібник забезпечує 
формування не лише математичної культури майбутнього фахівця, але й формування 
таких базових компетентностей, як здатність і готовність до самонавчання, здатність і 
готовність застосовувати знання, вміння і навички роботи з системами комп’ютерної 
математики для підвищення ефективності процесів освіти, самоосвіти і професійної 
діяльності. Використання цифрового посібника, інтегрованого у технологію навчання, 
яку проєктує і впроваджує викладач, дозволяє йому обирати власну творчу стратегію та 
методику навчання здобувачів освіти. 

Обговорено особливості сучасного цифрового посібника з математичних дисциплін 
у підготовці бакалавра математики: 

1) теоретичний аспект створення навчальних посібників в освітньому просторі 
бакалавра математики в умовах змішаного навчання в Україні; 

2) структуру та зміст цифрового посібника відповідно до чинної нормативної 
бази та практичного досвіду викладачів; 

3) техніки візуалізації навчального матеріалу з математичних дисциплін й 
продемонстровано деякі з них в авторських посібниках; 

4) використання СКМ і цифрових технологій у посібниках, що базуються на 
виваженій математичній ідеї; головним критерієм ефективності застосування програм 
математичного призначення у навчанні вищої математики є наявність методичної 
системи їх використання; 

5) результати анкетування, що свідчать про позитивне ставлення студентів до 
використання СКМ при вивченні математичних дисциплін; на думку студентів, роль 
програм математичного призначення у навчанні має бути допоміжною. 

Розроблені й впроваджені авторські цифрові посібники відповідають основним 
критеріям їх ефективного функціонування: стратегічна спрямованість, повнота 
охоплення, інтенсивність, упорядкованість, узгодженість та мобільність. 

Конфлікт інтересів і етика. Автори заявляють, що не мають конфліктів 
інтересів. Автори також заявляють про повне дотримання всіх правил етики 
журнальних досліджень, а саме щодо анонімності участі людей та/або згоди на 
публікацію. 

Подяки. Автори заявляють про відсутність спеціального фінансування цієї 
роботи. 
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Textbook as an element of the educational space of a bachelor of 
mathematics in the conditions of blended learning in Ukraine 

 
Marianna Kovtoniuk, Olena Soіa, Oksana Turzhanska, Olena Kosovets, Ivanna 

Leonova  

Abstract. The article considers the peculiarities of creating and functioning of a textbook 
(digital textbook) in higher mathematics for bachelors of mathematics in a blended learning 
environment in Ukraine, and reviews the literature on the topic. 

The purpose of the article is to analyze the problems and prospects of creating new type of 
textbooks and digital manuals in mathematical disciplines for higher education institutions in a 
blended learning environment in Ukraine. 

The features of a modern digital textbook in mathematical disciplines in the preparation of a 
bachelor of mathematics are discussed: 

1) theoretical aspects of creating textbooks in the educational space of the bachelor of 
mathematics in the conditions of mixed learning in Ukraine; 

2) structure and content of the digital textbook in accordance with the current regulatory 
framework and practical experience of teachers; 

3) techniques of visualization of educational material in mathematical disciplines and 
demonstration of some of them in the author’s textbooks; 

4) the use of CMC and digital technologies in textbooks based on a sound mathematical idea; 
the main criterion for the effectiveness of the use of mathematical programs in teaching higher 
mathematics is the availability of a methodological system for their use; 

5) the results of the questionnaire, which indicate a positive attitude of students to the use of 
CMC in the study of mathematical disciplines; according to students, the role of programs for 
mathematical purposes in teaching should be auxiliary. 

It is shown that a high-quality digital textbook ensures the formation of not only the 
mathematical culture of a future specialist, but also the formation of such basic competencies as 
the ability and willingness to self-learn, apply knowledge, skills and abilities to work with 
computer mathematics systems, self-education and future professional activity. The use of a digital 
textbook integrated into the learning technology designed and implemented by the teacher allows 
him or her to choose their own creative strategy and methodology for teaching students. 

Keywords: educational space of a bachelor of mathematics, digital textbook in higher 
mathematics, visualization of educational content, computer mathematics systems, blended 
learning. 

 

References 
1. Gottlieb R. Calculus. (2002). An Integrated Approach to Functions and Their Rated of Change, 

Harvard University Preliminary ed. Copyring by Addison-Wesley, 2002. 
2. Hartman G., Fitzpatrick S., Jordan A., Vollet C. (2023). APEX Calculus, 2023. 

https://opentext.uleth.ca/PDF/apex-novideo.pdf 
3. Hass J., Weir M., Thomas G. (2012). University Calculus. Early Transcendentals. Second Edition, 

Boston, 2012. 
4. Hilton J. (2016). Open Educational Resources and College Textbook Choices: A Review of Research on 

Efficacy and Perceptions, Educational Technology Research and Development, 64 (4), 573–590. 
https://doi.org/10.1007/s11423-016-9434-9 

5. Introduction: From Textbooks to Digital Teaching Materials. (2017), Latin American Journal of 
Educational Technology – RELATEC, 16 (2), 9–12. https://doi.org/10.17398/1695-288X.16.2.9 



Kovtoniuk M., Soia O., Turzhanska O.,  Kosovets O., Leonova I. Textbook as an element … 
 

87 

6. Ma H. (2021). Empowering Digital Learning with Open Textbooks, Education Tech Research Dev, 69, 
393–396. https://doi.org/10.1007/s11423-020-09916-9 

7. Mohar A. K. (2019). The Materiality of Textbooks: From black-and-white textbooks to the digital 
textbook, Logos, 30 (2), 26–34. https://doi.org/10.1163/18784712-03002005 

8. Pepin B., Gueudet G., Trouche L. (2017). Refining Teacher Design Capacity: Mathematics Teachers’ 
Interactions with Digital Curriculum Resources, ZDM Mathematics Education, 49 (5), 799–812. 
http://rdcu.be/tmXb 

9. Pineda Becerril M., García O., Aguilar A., León F. (2018). Development of a Multimedia Book of the 
Probability Distributions Subject as Support in the Fesc Statistics Subjects, ICERI2018 Proceedings, 7550–
7555. https://doi.org/10.21125/iceri.2018.0351 

10. Rodríguez-Regueira N., Rodríguez-Rodríguez J. (2022). Analysis of Digital Textbooks, Educational 
Media International, 59 (2), 172–187. https://doi.org/10.1080/09523987.2022.2101207 

11. Sirghea A. T., Sirghea C. R. (2018). Meanings Of The Digital Textbook, Fifth International Conference 
on Adult Education, 5 (5), 701–706. https://ibn.idsi.md/sites/default/files/imag_file/701-706_0.pdf 

12. Steward J. (2005). Calculus. Concepts and Contexts, McMaster University. Copyring by Thomson 
Higher Education, 2005. 

13. Turzhanska O., Galetskyi S., Biloshytska T., Topishko N, Galetska T. (2023). Computer-Oriented 
Technologies in Teaching Mathematics as a Means of Self-Regulation of Young People’s Mathematical 
Knowledge, Youth Voice Journal. Inequality, Informational Warfare, Fakes and Self-Regulation in Education 
and Upbringing of Youth, 1, 90–102. https://doi.org/10.13140/RG.2.2.29637.73441 

14. Utterberg Modén M. (2021). Teaching with Digital Mathematics Textbooks. Activity theoretical studies 
of data-driven technology in classroom practices: Doctoral Dissertation / University of Gothenburg. 
Gothenburg. Sweden, 2021. 

15. Utterberg M., Tallvid M. Lundin J., Lindström B. (2019). Artificial Intelligence and Digital 
Mathematics Textbooks, 12th International Conference of Education, Research and Innovation (ICERI 2019), 
2320–2320. https://doi.org/10.21125/iceri.2019.0627 

16. Visualization of information. https://www.slideshare.net/obobko/ss-15090625. [in Ukrainian] 
17. Visualization of educational information. http://phys.ippo.kubg.edu.ua/?page_id=662. [in Ukrainian] 
18. State standard of basic and complete secondary education. http://rvo-petr.ucoz.ua/pdf-

doc/drzh_standard.pdf. [in Ukrainian] 
19. Kovtoniuk M. M. Electronic educational and methodical complex on mathematical analysis and 

differential equations. https://Kovtonyuk.com. [in Ukrainian] 
20. Kovtoniuk M. M. (2013). Fundamentalization of professional training of future bachelor’s degree 

mathematics teachers: A Monograph, Vinnytsia, 2013. [in Ukrainian] 
21. Kovtoniuk M. M., Klimishyna A. Ya., Leonova I. M. (2022). Workshop on the differential calculus of a 

function of one variable, VNTU, Vinnytsia, 2022. https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/731. [in 
Ukrainian] 

22. Kovtoniuk M. M., Klimishyna A. Ya., Leonova I. M., Soia O. M. (2023). Workshop on differential 
calculus of a function of many variables, VNTU, Vinnytsia, 2023. 
https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/812. [in Ukrainian] 

23. Kovtoniuk M. M., Mukoid A. P., Harnyk V. S. (2019). Infographics in teaching math, Materials of the 
II All-Ukrainian Scientific and Practical Internet Conference «Matematyka ta informatyky u vyshchii shkoli: 
vyklyky suchasnosti», 165–170. [in Ukrainian] 

24. Kosovets O. P. Features of creating an electronic textbook on computer science for students with 
disabilities. Computer-oriented learning systems. Kyiv, 2016. Issue 19. URL: http://www.ii.npu.edu.ua/zbirnyk-
kosn. [in Ukrainian] 

25. Methodological recommendations on the structure, content and scope of textbooks and manuals for 
higher education institutions. Scientific and Methodological Center for Higher Education of the Ministry of 
Education and Science of Ukraine. Protocol N 6 of 29.07.05. URL: 
https://zakon.rada.gov.ua/rada/show/v0006290-05#Text. [in Ukrainian] 

26. Moiseiuk N. (2007). Pedagogy: A Textbook, Kyiv, 2007. [in Ukrainian] 
27. Petrova N., Plysa H. (2016). Types of publications. The main types. Terms and definitions of concepts. 

National standard of Ukraine. DSTU 3017:2015, Kyiv, 2016. [in Ukrainian] 
28. The pyramid of learning, https://fsp.kpi.ua/ua/piramida-navchannya-edgara-dejla/. [in Ukrainian] 
29. Test tasks in higher mathematics: A Textbook (2008) / S. I. Hurhula, V. M. Moisyshyn, 

V. O. Vorobiova et al; Eds. S. I. Hurhuly, V. M. Moisyshyna, Ivano-Frankivsk, 2008. [in Ukrainian] 
30. Khats R. V. (2023). Asymptotic estimators and their application: lecture texts, practical and individual 

tasks: A Textbook, Drohobych, 2023. [in Ukrainian] 
 
 



Ковтонюк М., Соя О., Туржанська О., Косовець О., Леонова І. Навчальний посібник…  

88 
 

Про авторів / About the authors 
Мар’яна Ковтонюк, доктор педагогічних наук, професор, кафедра математики та 

інформатики, Вінницький державний педагогічний університет імені Михайла 
Коцюбинського, вул. Острозького, 32, м. Вінниця, 21001, Україна; 

Mariana Kovtoniuk, Doctor of Sciences in Pedagogy, Professor, Department of 
Mathematics and Informatics, Vinnytsia Mykhailo Kotsiubynskyi State Pedagogical 
University, 32 Ostrozkyi Str., Vinnytsia 21001, Ukraine; 

Олена Соя, кандидат педагогічних наук, доцент, кафедра математики та 
інформатики, Вінницький державний педагогічний університет імені Михайла 
Коцюбинського, вул. Острозького, 32, м. Вінниця, 21001, Україна; 

Olena Soia, Candidate of Science in Pedagogy, Associate Professor, Department of 
Mathematics and Informatics, Vinnytsia Mykhailo Kotsiubynskyi State Pedagogical 
University, 32 Ostrozkyi Str., Vinnytsia 21001, Ukraine; 

Оксана Туржанська, кандидат педагогічних наук, доцент, кафедра математики 
та інформатики, Вінницький державний педагогічний університет імені Михайла 
Коцюбинського, вул. Острозького, 32, м. Вінниця, 21001, Україна; 

Oksana Turzhanska, Candidate of Science in Pedagogy, Associate Professor, 
Department of Mathematics and Informatics, Vinnytsia Mykhailo Kotsiubynskyi State 
Pedagogical University, 32 Ostrozkyi Str., Vinnytsia 21001, Ukraine; 

Олена Косовець, кандидат педагогічних наук, доцент, кафедра математики та 
інформатики, Вінницький державний педагогічний університет імені Михайла 
Коцюбинського, вул. Острозького, 32, м. Вінниця, 21001, Україна; 

Olena Kosovets, Candidate of Science in Pedagogy, Associate Professor, Department 
of Mathematics and Informatics, Vinnytsia Mykhailo Kotsiubynskyi State Pedagogical 
University, 32 Ostrozkyi Str., Vinnytsia 21001, Ukraine; 

Іванна Леонова, асистент, кафедра математики та інформатики, Вінницький 
державний педагогічний університет імені Михайла Коцюбинського, вул. Острозького, 
32, м. Вінниця, 21001, Україна; 

Ivanna Leonova, Assistant, Department of Mathematics and Informatics, Vinnytsia 
Mykhailo Kotsiubynskyi State Pedagogical University, 32 Ostrozkyi Str., Vinnytsia 21001, 
Ukraine. 

 
 

Отримано / Received 10.04.2024 
Доопрацьовано / Revised 19.05.2024 



 
 

 
Математика, Інформатика, Фізика: Наука та Освіта, Том 1, № 1 (2024), с. 89–98. 
Mathematics, Informatics, Physics: Science and Education, Volume 1, No. 1 (2024), pp. 89–98.   
Journal homepage: https://intranet.vspu.edu.ua/miph  

 
 

___________ 
   e-ISSN 3041-1955                                 DOI:  https://doi.org/10.31652/3041-1955-2024-01-09 

89 

М І Ф 

УДК[378.147:51](045) 

Професійна спрямованість математичної підготовки 
студентів технічних спеціальностей у контексті 

фундаменталізації освітнього процесу 
 

Альона Коломієць 

Вінницький національний технічний університет, 
кафедра вищої математики, м. Вінниця, Україна 

alona.kolomiets.vnt@gmail.com 
https://orcid.org/0000-0002-7665-6247  

 

 
Анотація. У статті розглянуто особливості математичної підготовки 

майбутніх технічних фахівців у контексті фундаменталізації освітнього 
процесу. Здійснено дослідження дефініцій фундаменталізація, математична 
підготовка, виокремлено основні характеристичні ознаки  математичної 
підготовки, що запропоновані дослідниками проблеми математичної 
підготовки. Проведено аналіз напрацювань науковців, що присвячені 
обраній проблемі дослідження. Встановлено, що математична підготовка 
майбутніх технічних фахівців є діалектичним поєднанням  сформованих 
математичних вмінь та здатностей до їх прикладного застосування та 
безпосереднього процесу формування  цих вмінь.  

Фундаменталізацією математичної підготовки вважатимемо таку 
концепцію вдосконалення математичної підготовки, за якої відбувається 
виділення базових математичних інваріантів з метою їхнього подальшого 
застосування у професійній діяльності.  

Для реалізації підходу професійної спрямованості математичної 
підготовки  студентів технічних спеціальностей рекомендовано врахувати 
особливості побудови курсу вищої математики та курсів спецдисциплін з 
метою можливості інтеграції навчального матеріалу, а також організацію 
освітнього процесу у ЗВО.   На основі аналізу освітніх програм для 
студентів різних спеціальностей Вінницького національного технічного 
університету, здійснено висновок про різницю програмних результатів з 
математики для студентів одного лекційного потоку. На підставі чого 
запропоновано уніфікувати завдання професійного змісту.  Наведено 
приклади професійних завдань з розділу «Теорія ймовірностей». 

Ключові слова: фундаменталізація, математична підготовка, професійна 
спрямованість. 
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1. Вступ 
Серед основних завдань вищої технічної школи постає завдання якісної 

математичної підготовки майбутніх технічних фахівців, оскільки саме математична 
підготовка зумовлює якісну фахову підготовку майбутніх технічних фахівців. До 
основних вимог математичної підготовки майбутніх технічних фахівців належать: 
якісна ґрунтовна математична підготовка майбутніх технічних фахівців, високий рівень 
знань теоретичного матеріалу, володіння сукупністю базових математичних 
інваріантів. Перелічені вимоги стають підґрунтям до формування  вмінь застосовувати 
математичні знання у прикладних задачах.  

Забезпечення якості освітнього процесу декларується нормативними документами 
на рівні держави та внутрішніми документами на рівні університету. Зокрема, у 
положенні  про відкрите заняття Вінницького національного технічного університету 
(ВНТУ)   до критеріїв оцінювання відкритого заняття належать  зокрема такі: 12.4. 
Професійна спрямованість формування професійного світогляду здобувачів вищої 
освіти на занятті; формування soft skills, що зумовлені цілями освітньої програми, 
зокрема подальшою професійною діяльністю здобувачів. [15].  У цьому контексті 
математична підготовка повинна набувати професійного  спрямування. 

Науковці І. Бардус, С. Гончаренко, С. Семеріков, Т. Ярхо вбачають залежність 
між рівнем професійної підготовки майбутніх технічних фахівців та  
фундаменталізацією освітнього процесу, зокрема із фундаменталізацією математичної 
підготовки. 

Доробки науковців С. Архангельського, І. Бардус, А. Вербицького, С. Гончаренка, 
Г. Дутки, М. Лазарєва, Е. Лузік, Н. Морзе, В. Поліщук, О. Романовського, B. 
Сергіївського С. Семерікова, Н. Тализіної, Г. Шатковської, Т. Ярхо  присвячені 
дослідженню  концептуальних положень фундаментадізації  вищої технічної школи. 
Проте аналіз сукупності праць переконує у тому, що між науковцями немає 
одностайності у трактуванні основних термінологічних понять фундаменталізації 
освітнього процесу та його компонентів,  витлумачування основних дефінітивних 
понять залежить від предмету та мети дослідження. Особливий інтерес для нас 
представляють  наукові напрацювання, присвячені фундаменталізації математичної 
підготовки студентів технічних спеціальностей.  Дотичними цій тематиці є роботи 
І.Бардус, М. Ковтонюк, С. Семерікова, Т. Ярхо. Так, на думку  С. Семерікова, 
«Фундаменталізація інформативної освіти зводиться до посилення математичної 
складової» [19, с. 62]. 

У контексті професійної підготовки майбутніх вчителів математики М. Ковтонюк 
окреслює фундаменталізацію як  процес якісної зміни вищої освіти, що має двовимірну 
характеристику – освіта «вглиб» та освіта «вшир» [7]. 

 
2. Постановка завдань 

Метою статті є розкрити проблему професійної спрямованості математичної 
підготовки студентів технічних спеціальностей у контексті фундаменталізації.  

До завдань дослідження належать проведення аналізу дефініції 
фундаменталізації, математичної підготовки студентів технічних спеціальностей, 
виокремлення основних характеристичних ознак, що притаманні математичній 
підготовці студентів технічних спеціальностей, окреслення аспектів професійного 
спрямування математичної підготовки, наведення приклади застосування 
математичних інваріантів прикладного спрямування. 
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3. Основні результати 
Фундаменталізація освітнього процесу передбачає  «створення фундаменту 

знань», фундаменталізація математичної підготовки детермінує побудову 
математичного каркасу знань, для подальшого застосування їх у професійній 
діяльності, для застосування математичних знань при вивчені спецдисциплін. Тому 
реалізація концепції фундаменталізації математичної  підготовки студентів технічних 
спеціальностей безпосередньо пов’язана із галуззю, спеціальністю та освітньою 
програмою за якою навчаються студенти.  Деякі дослідники стверджують та 
переконують про оптимальність вибору семестру для вивчення конкретної дисципліни. 
Так, О. Березюк [1] підкреслює, що оптимальним для вивчення студентами наприклад, 
дисципліни  Безпека життєдіяльності є 7-ий семестр (осінньо-зимовий семестр 
четвертого курсу) [1, с. 106].  Водночас вивчення  дисципліни «Вища математика» 
студентами технічних спеціальностей передбачено на першому та другому курсі, що є 
оптимально та раціонально для подальшого вивчення спецдисциплін.    

Фундаменталізацією математичної підготовки вважатимемо таку концепцію 
вдосконалення математичної підготовки, за якої відбувається виділення базових 
математичних інваріантів з метою їхнього подальшого застосування у професійній 
діяльності. 

Дослідимо компоненти математичної підготовки. Прикметно, але навіть при 
досить великій кількості напрацювань, що присвячені проблемі математичної 
підготовки у вищій технічній школі,  суть термінологічного словосполучення 
«математична підготовка» поки залишається достатньо не розкритою і є об’єктом 
дослідження  багатьох  науковців. Звертаючись до робіт науковців та аналізуючи 
пропоновані ними визначення математичної підготовки, підкреслимо, що визначення 
цієї дифеніції здійснюється в категоріях освітнього процесу. На переконання Г. Дутки 
математична підготовка є сукупністю сформованих якостей особистості, які слугують 
виконанню професійної діяльності фахівцями [4]. 

За С. Раковим до компонент математичної підготовки належать: 
 cформованість математичного мислення; 
 вміння  думати логічно; 
 уміння аналізувати та синтезувати одержані результати; 
 вміння сприймати та застосовувати математичну інформацію під час 

вивчення спецдисциплін тощо; 
 уміння будувати математичну модель професійної задачі, досліджувати її 

методами математики, аналізувати  одержані результати [16]. 
Враховуючи перераховані дослідником компоненти математичної підготовки, 

підкреслимо, що математична підготовка майбутніх технічних фахівців є діалектичним 
поєднанням  сформованих математичних вмінь та здатностей до їх прикладного 
застосування та безпосереднього процесу формування  цих вмінь. Про 
багатокомпонентність математичної підготовки у своїх дослідження підкреслюють О. 
Глушко, О. Кучерук, С. Яценко. Дослідники поміж іншим виділяють  «пізнавальну 
самостійність при застосуванні математичних понять» [3], [11] формування 
мотиваційної складової набувати математичні знання та опановувати вміння їх 
застосування у професійній діяльності, опанування базовими математичними знаннями, 
що зумовлюють опанування знань та вмінь інших освітніх галузей  [3],  [11]. 

Дослідники проблеми математичної підготовки студентів у технічному закладі 
освіти (В. Мурашковська, С. Казнадій, В. Петрук,) стверджують, що організація 
навчання повинна мати професійну спрямованість  [13], [14]. 
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Вагомими чинниками професійної спрямованості математичної підготовки у 
технічному університеті є теоретичні та емпіричні дослідження науковців процесу 
математичної підготовки; фундаменталізація освітнього процесу, що охоплює 
математичну підготовку і є детермінантою виокремлення математичних інваріантів з 
метою їх прикладного (професійного) застосування. Поміж іншим, необхідність 
професійної спрямованості математичної підготовки студентів технічних 
спеціальностей визначається наявним нерозумінням  або низьким рівнем розуміння у 
студентів важливості вивчення розділів вищої математики  та неусвідомлення 
потенціалу математичного апарату для вирішення завдань професійного змісту. Тому 
для уникнення перерахованих недоліків курс вищої математики доцільно будувати з 
орієнтацією на професійне спрямування вивчення дисципліни. 

Одним із інструментів, що може послугувати для вирішення завдань 
професійного спрямування математичної підготовки студентів технічних 
спеціальностей є професійно – орієнтовані завдання.   

Для реалізації запропонованого підходу необхідно врахувати: 
 особливості побудови курсу вищої математики та курсів спецдисциплін з 

метою можливості інтеграції навчального матеріалу,  
 організацію освітнього процесу у ЗВО.    

 Другий фактор пояснемо більш детально. Порівняємо компетентності, якими 
повинен оволодіти майбутній бакалавр залежно від обраної спеціальності. Проблема 
полягає у тому, що для  студентів академічних груп, що утворюють один лекційний 
«потік»,  програмні результати навчання є різними.  Це стосується,  зокрема, і 
математичної підготовки студентів. Наведемо порівняння програмних результатів, 
якими повинні оволодіти майбутні фахівців спеціальності 172 «Електронні комунікації 
та радіотехніка» та  «Біомедична інженерія», навчальним планом для яких передбачено 
вивчення вищої математики в одному лекційному потоці (таблиця 1). 

 
Таблиця 1.  Порівняльна таблиця програмних результатів навчання студентів 

спеціальностей 172. Електронні комунікації та радіотехніка та 163. Біомедична 
інженерія 

Шифр та 
назва 
спеціальн
ості. 
Освітня 
програма 

172 Електронні комунікації та 
радіотехніка. Програмне 
забезпечення 
телекомунікаційних систем 

163 Біомедична інженерія. Біомедична 
інженерія 

Формулю
ванння 
компетен
тності, що 
стостуєть
ся 
опануван
ня 
математи
чними 
знаннями 

ПРН 23. Впорядковувати та 
відтворювати знання розділів 
математики та фізики, що мають 
відношення до базового рівня 
телекомунікацій та радіотехніки. 
  
ПРН 24. Знання та розробка 
технічної документації, читання 
електричних, функціональних, 
складальних креслеників та 
пояснювальної записки.  
 

ПРН 1. Застосовувати знання основ 
математики, фізики та біофізики, 
біоінженерії, хімії, інженерної 
графіки, механіки, опору та міцності 
матеріалів, властивості газів і рідин, 
електроніки, інформатики, отримання 
та аналізу сигналів і зображень, 
автоматичного управління, 
системного аналізу та методів 
прийняття рішень на рівні, 
необхідному для вирішення задач 
біомедичної інженерії. 
ПРН 5. Вміти використовувати бази 
даних, математичне і програмне 
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забезпечення для обробки даних та 
комп’ютерного моделювання 
біотехнічних систем. 
 

(складено автором на основі освітньо-професійних програм  для студентів галузі 17 
Електроніка, автоматизація та електронні комунікації  та 16 «Хімічна біоінженерія»   
Вінницького національного технічного університету). 

Постає очевидним, що студенти одного лекційного потоку, що навчаються за 
різними спеціальностями та освітніми програмами, повинні мати різні програмні 
результати навчання в тому числі і ті, які стосуються вивчення вищої математики.  
Разом із тим, у програмних  результатах навчання вищої математики закладено її 
обов’язкову  професійну спрямованість.  

Враховуючи різницю програмних результатів навчання студентів практичні 
завдання професійного змісту можна уніфікувати (у випадку їх розв’язування на 
лекційних заняттях для потоку студентів різних спеціальностей, і навіть галузей знань) 
або диференціювати (у випадку розв’язування на практичних заняттях зі студентами 
конкретної спеціальності).    

Для того, щоб уніфікувати перелік завдань пропонуємо їх добір здійснювати 
враховуючи необхідність знань математичного апарату  та вмінь будувати математичну 
модель для завдань професійного змісту.  Для прикладу розглянемо декілька завдань з 
розділу «Теорія ймовірностей», що є уніфікованими для студентів, які навчаються за 
спеціальностями галузей 17 «Електроніка, автоматизація та електронні комунікації» та 
16 «Хімічна біоінженерія». 

Приклад 1. Нехай задано електричне коло, схему якого зображено на рисунку 
(рис. 1).  Елементи схеми (1 і 2) можуть виходити з ладу незалежно один від одного. 
Знайти надійність електричного кола (зображеного на схемі), якщо надійність 
елементів дорівнює p1, p2 відповідно. 

 

 
Розв'язання. Для того, щоб дана система вийшла з ладу, необхідно і достатньо, 

щоб вийшли з ладу обидва елементи 1 і 2. Ймовірність такої події є (1  p1)(1  p2). 
Отже надійність роботи схеми дорівнює 1  (1  p1)(1  p2). 

Приклад 2. Електричне коло зібрано за схемою, поданою на рис. 2: 

1 

2 

Рис.1. Схематичне зображення  електричного кола 
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Різні елементи електричного кола, що зображене схемою  можуть виходити  з 
ладу незалежно один від одного. Надійність елементів дорівнює p1, p2, p3, p4, p5 
відповідно. Знайти надійність електричного кола. 

Приклад 3. Нехай деяка перешкода сигналу V типу «білий шум»    є  випадковою 
величиною  , що підлягає нормальному закону розподілу, з нульовим середнім та 
дисперсією 2 . Побудувати модель прийняття рішень на основі підходу максимальної 
правдоподібності.  

Розв’язання. Запишемо щільність ймовірностей випадкової величини    за 

умови нормального закону розподілу: 

2

221( ) .
2

v

f e 
 


  

Функції правдоподібності будемо записувати як умовні імовірності, тобто 

1 1( ) ( / )L p u  ,     0 0( ) ( / ).L p u   
Покладемо, що здійснено k вимірювань для прийняття рішення щодо наявності 

корисного сигналу. Тоді будемо мати: 
2
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Знайдемо відношення записаних функцій правдоподібності: 

Позначимо                           
1
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Рис. 2 Схематичне зображення  електричного кола 
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Прологарифмуємо останню рівність 
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Звідки отримаємо умову прийняття рішення про наявність сигналу: 
2

1 1
2 0.

k k

j j j
j j

u S S
 

    

 
Висновки. Встановлено, що математична підготовка майбутніх технічних 

фахівців є діалектичним поєднанням  сформованих математичних вмінь та здатностей 
до їх прикладного застосування та безпосереднього процесу формування  цих вмінь. 
Фундаменталізація математичної підготовки передбачає таку концепцію вдосконалення 
математичної підготовки, за якої відбувається виділення базових математичних 
інваріантів з метою їхнього подальшого застосування у професійній діяльності. 

За результатами аналізу досліджень науковців та власних досліджень автора 
здійснено висновок про доцільність запровадження завдань професійного змісту  при 
вивченні розділів вищої математики у технічному університеті.  

До основних чинників, що зумовлюють професійну спрямованість математичної 
підготовки належать:  фундаменталізація освітнього процесу, що охоплює математичну 
підготовку і є детермінантою виокремлення математичних інваріантів з метою їх 
прикладного (професійного) застосування, низький рівень усвідомлення студентами 
прикладного застосування математичного апарату (потенціалу математичного апарату) 
під час розв’язання завдань професійного характеру.  

Запропоновано реалізацію підходу професійної спрямованості математичної 
підготовки студентів технічних спеціальностей шляхом добору та розв’язування 
професійно-орієнтованих завдань.  

Враховуючи  особливість  різниці програмних результатів навчання студентів 
практичні завдання професійного змісту можна уніфікувати (у випадку їх 
розв’язування на лекційних заняттях для потоку студентів різних спеціальностей, і 
навіть галузей знань) або диференціювати (у випадку розв’язування на практичних 
заняттях зі студентами конкретної спеціальності). 

Конфлікт інтересів і етика. Автори заявляють, що не мають конфліктів 
інтересів. Автори також заявляють про повне дотримання всіх правил етики 
журнальних досліджень, а саме щодо анонімності участі людей та/або згоди на 
публікацію. 

Подяки. Автори заявляють про відсутність спеціального фінансування цієї 
роботи. 
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Professional orientation of mathematical training of technical specialty 
students in the context of fundamentalization of the educational process 

 
Alona Kolomiiets  

Abstract. The article examines the peculiarities of mathematical training of future technical 
specialists in the context of fundamentalization of the educational process. The study of the 
definitions of fundamentalization, mathematical preparation was carried out, the main 
characteristic features of mathematical preparation, proposed by the researchers of the problem of 
mathematical preparation, were singled out. An analysis of the work of scientists dedicated to the 
selected research problem was carried out. It has been established that the mathematical training of 
future technical specialists is a dialectical combination of formed mathematical skills and abilities 
for their applied application and the direct process of forming these skills. 

The fundamentalization of mathematical training is considered to be the concept of improving 
mathematical training, in which basic mathematical invariants are selected for their further 
application in professional activities. 

To implement the approach of professional orientation of mathematical training of students of 
technical specialties, it is recommended to take into account the peculiarities of the construction of 
the course of higher mathematics and courses of special disciplines in order to enable the 
integration of educational material, as well as the organization of the educational process in higher 
education institutions.   Based on the analysis of educational programs for students of various 
specialties of the Vinnytsia National Technical University, a conclusion was made about the 
difference in program results in mathematics for students of the same lecture stream. On the basis 
of which it is proposed to unify tasks of professional content.  Examples of professional tasks from 
the "Theory of Probability" section are given. 

Keywords: fundamentalization, mathematical preparation, professional orientation. 
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